Etude d'une suite définie par récurrence

NIVEAU

Terminale S.
OBJECTIFS

Calculer les premiers termes de u, , la représenter graphiquement puis émettre une conjecture sur

I'expression de u, en fonction de n.

eActivité CORRESPONDANTE
SUITEPARgle

Exercice n°1 (SUITEPAR.gle):

Soit (u,,) la suite définie par u; = —208 et pour toutn € N*:
Uy = U, —4n + 40
1°) Afficher le tableau de valeurs des 20 premiers termes de la suite.
2°) Représenter graphiquement le nuage de points formé par les 20 premiers termes de la suite.
Quelle conjecture pouvez-vous faire sur I'expression générale de u,, ?
3°) a) Déterminer I'expression générale de u,.
b) AT'aide d’une feuille de calcul du tableur de la Graph85, dans la colonne A donner les valeurs
de n, puis dans la colonne B les valeurs de u,,.
c) Dans le menu régression de la calculatrice, retrouver le résultat du 3°) a).

4°) Valider le résultat du 3°) en faisant une démonstration par récurrence.
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1°) Afficher le tableau de valeurs des 20 premiers termes de la suite.

Dans le menu général, choisir ‘g=y (touche 8). Il s’agit d’une suite définie par récurrence (a,,; en
fonction de a,,), il faut sélectionner le bon mode de définition :

Appuyer sur ((F3)) puis sélectionner le type de suite :

Dans notre cas c’est une suite définie par récurrence simple du type F2% an+1=Ran+Bn+C soit

la touche [@rs1 accessible par (F2)

On entre la suite pour obtenir I'’écran suivant :

Reacurrence

an+1iBan—4n+4H [—1]
Gt s —
SEL+SADEL JTYPES.Ared SET ARG

On va entrer la valeur de a, , pour cela il faut appuyer sur (touche (F5))

E%glage Table n+1

Lart:l
Ernd :ZA
a1 s -2H5

(| 5
anstrid

EREDR

Ainsi pour SL.arL on entre 1, pour End 20 car on souhaite calculer les 20 premiers termes de la
suite. &1 correspond au premier terme de la suite, donc ici —21.
Noté que pour définir a, il faut appuyer sur (F2) (par défauton a ay).

Puis appuyer sur et [TAEL (touche ) .On obtient les valeurs suivantes



N+l dn+i

i I -208 T I -28
g -I12 g -0
3 -lun 13 -52
u -1Ia u - BB
5 -BH 15 -8B
B -BH IB  -216
1 -5g T -1
B -yn I8 -1ud
3 -3a 13 -I112
o -gB | L gl -:208

2°) Représenter graphiquement le nuage de points formé par les 20 premiers termes de la suite. Quelle
conjecture pouvez-vous faire sur I'expression générale de u,, ?
Pour représenter le nuage de points formé par les premiers termes de la suite, on utilise la fonction

[&FLT (touche (F§)).

Pour obtenir un affichage de tous les termes, paramétrer la fenétre d’affichage ((stF1) (F3)) de la fagon

suivante :

Fen-L

Amln
max
=cale

dot 16EEEEEE
Ymin HiA

|IHIT iTF:IEiETEI EH |5'

On obtient le graphique suivant :

-

[ e o o
Hl

On peut conjecturer que la représentation graphique est celle d’'une parabole.
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3°) a) Déterminer |’expression générale de u,,.

En utilisant la conjecture précédente, on va rechercher trois réels a, b, et c tels que pour tout n € N*

u, = an? + bn + c.Pour déterminer la valeur des trois réels a, b et c, on va résoudre le systeme

suivant:
w=ax1®+bx1l+c —208=a+b+c
Uy =ax22+bx2+c © {-172=4a+2b+c
uz;=ax32+bx3+c —140=9a+3b +c

On peut résoudre ce systéme d’inéquation de plusieurs fagons :

Dans le menu %] sélectionner (F1) Simultanée.

Equalion

ecLionner Lrre
SimulLandées
EDIEHDMIEIE

Choisir IEEWP comme nombre d’inconnues.

SimultLange
Aucune donnée _
2 MEmolre

Hombre d7 inconhues"

I EF E¥ EF Y

anditbrY+CnS=dn
4 b [

BEEE

-148

[For (AW [CLR [EDIT



Pour résoudre le systéme, appuyer sur [#0L% ou [F1).

On obtient les solutions suivantes :

ansatbrY+CnS=dn

e

-2
REFT
Ainsi les solutions de notre systéme sont :
a=-2
b =42
c=—248
Donc d’aprés notre conjecture et nos calculs ona u, = —2n? + 42n — 248,

3°) b) Al'aide d'uns feuille de calcul, dans la colonne A donner les valeurs de n, puis dans la colonne B

les valeurs de u,,.
Dans le menu g3§, entrer 0 dans la cellule A1 puis appuyer sur I8P (touche [F2)) puis sur [ [+
(touche (F8)) puis sur [@A® (touche (FA)). Entrer comme suit :

Femrlir
_Farmula

Hl+1
23 HAH

Tall

ExE

Puis pour compléter la colonne B, entrer —208, puis dans le menu FILL compléter comme suit :
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Remrlir
Formula :s=El-4=A1+4A
Cell Range:iBZ:iBZA

EXN N
On obtient le méme tableau de valeurs que

3°) c¢) Dans le menu régression de la calculatrice, retrouver le résultat du 3°) a).

Afin de trouver I'expression de u,, en fonction de n, dans le menu MIA® appuyer sur REG, puis sur

=g

On obtient les résultats suivant :
F&a quadral.ique
a =-
b =42
Cc =-ZE3
rre=]
MSe=A
»=axc+hr+ic
Cofpy

Ce qui confirme bien les résultats précédents.

4°) Valider le résultat du 3°) en faisant une démonstration par récurrence.
Démontrons par récurrence surn € N* que u,, = —2n? + 42n — 248

Montrons que la proposition est vraie au rang 1 :

Onau; = —208 et —2 x 12 + 42 x 1 — 248 = —208. Donc la proposition est vraie

aurang 1.

Supposons que la proposition est vraie au rang n € N*, et montrons qu’elle est

vraieaurangn +1:

On sait que U, 41 = u, — 4n + 40 = —2n? + 42n — 248 — 4n + 40 d’apres
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I'hypothese de récurrence.

Ainsiu, ., = —2n? + 38n — 208.

Or—2(n+1)>+42(n+1) — 248 = —2n? —4n — 2 + 42n + 42 — 248
= —2n%?+38n—208 = u, 4,

La proposition est donc vraie au rangn + 1

Conclusion : Pour toutn € N*, u,, = —2n% 4+ 42n — 248
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