Vitesse de convergence de suites

NIVEAU

Terminale S.

OBJECTIFS

On va étudier a travers des exemples, la vitesse de convergence de suites. On procédera tout d’abord

par une approche expérimentale avec la Graph85 puis nous aurons recours aux calculs

mathématiques dans un second temps.

La suite dont on va étudier la convergence, converge quadratiquement. Nous allons a travers son

étude montrer qu’avec le septiéme terme de la suite obtenir une valeur approchée a 107> prés de sa

limite.

eActivité CORRESPONDANTE
VITESSE2.gle

Exercice n°2 (VITESSE2.gle):
Vo = 3
v +1

UVnd1l — 5————=
2, —1

2
Soit f la fonction définie par f(x) = %, X € E, +00[
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1°) Calculer les 20 premiers termes de la suite (v,,). Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence
de la suite et sa monotonie ?
2°) Représenter graphiquement (¢, la courbe représentant la fonction f, la droite d’équation y = x
ainsi que les premiers termes de la suite. Votre conjecture se confirme-t-elle ?
3°) a) Etudier les variations de la fonction f.

b) Vérifier a I'aide de la calculatrice que pour tout x € [®; 2], f(x) € [®; 2], puis démontrer cette
proposition.

¢) Montrer par récurrence que pour tout n € N*, v, € [®; 2].

d) Montrer par récurrence que pour toutn € N*, v, < v,.

e) En déduire que la suite (v, ) converge.

f) Déterminer la limite de la suite (v,).
1
4°) Montrer que pour toutn € N*, |v,,; — ®| < = |y, — ®|?

5°) En déduire que par récurrence que pour toutn € N*:

2nl-g

v, — @] < (Tlg) - o)

6°) A partir de quel entier p, v, est une valeur approchée de @ a 1078 preés ? Méme question a 107>°

pres ?

L . 1~ . . , . o
7°) On définie la suite b, = (UU +_1¢)2 ,n € N*. Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite
k.

Le résultat précédent permet d’affirmer que la suite (u,,) converge quadratiquement.



SOLUTION

U0:3
v:+1
Vpp1 =5

2
Soit f la fonction définie par f(x) = ’z‘x_“

1
— X €] 75 +ool.

1°) Calculer les 20 premiers termes de la suite (v,,). Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence

de la suite et sa monotonie ?

Dans le menu ‘=4, entrer I'expression de la suite :

Fe&currence

an+iBlant+]l 202 =al—]
Cr+1ls —
SELHSADEL JTYPESN A dSE T NG

[l faut entrer aussi la valeur initiale de la suite puis indiquer a la Graph85 qu’on souhaite 'affichage

des valeurs de uj a u,, : Appuyer sur (F3)

F&alagae Tahkle n+1
SLart:

End 5
Ao
b
o

|-E|-:-i-E||

Appuyer sur puis sur [TREL ((F8)). On obtient le résultat suivant :

EEICARIED
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Nkl An+l

_ 0 3
I 2 Il 1.EIB
2 |.EGEB I8 1.EIB
3 1.E619 I3 I1.EIB
U I.EIB I4 I1.EIB
5 I.EIB IS 1.EIB
B I.61B IE l1.EIB
T 1.618 IM 1.EIB
B I.GIB IB 1.EIHB
9 I.G18 I3 1.EIB

0 l.EIB|)]  ag |.EIB.

La suite (v,,) semble converger ver un réel proche de 1,618033989 (les valeurs de us a uyg sont

égales a 1077 prés.)

2°) Représenter graphiquement Cy, la courbe représentant la fonction f, la droite d’équation y = x
ainsi que les premiers termes de la suite. Votre conjecture se confirme-t-elle ?

Apres avoir afficher le tableau de valeurs de la suite, appuyer sur m( (F4)) pour afficher la
représentation graphique demandée.

On utilisera la fenétre d’affichage suivante (par exemple) :

Farn-Ll

max =§.E
scaleil

dot.  TE.E1263341
Ymin f@.5

max 2.5

[IHIT [TRIG[ETD

an+i=tant+lr+-CZ=an—12

n=l.6180344yys Y¥=1.B618033989



3°) a) Etudier les variations de la fonction f.

f est dérivable sur ]E; +00[ car une fraction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition

1
et pour tout x € ]E; +00[ ona:

2xQx -1 - (x*+1)x2 2x*—=2x—-2 2(x*-x-1)

f@= (2x — 1)2 T T 2x—12  (2x-1)?
f,(x)=2(x(—22>)_(9;)—2cb)’ avec d>=1+\/g et d>'=1_2\/g

Ainsi pour tout x € E, CD[ f’ (x) <0, f est donc décroissante sur]%; (D[.

et pour tout x € |®; +oo[ £ (x) > 0, f est donc croissante sur |®; +oo.

1
X = o) +0oo
2
signe de f - 0 +
+oo +o00
p \ /
P
D2 +1
f(d>)=2cb_1or PRP-1)=20? -0 =2(d+1)— P =P+ 1=P?
b (q))_cb2+1_q)
one f(®) =957 =
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3°) b) Vérifier a I'aide de la calculatrice que pour tout x € [®; 2], f(x) € [®; 2], puis démontrer cette
proposition.
Pour vérifier cette propriété, on va tracer la courbe représentative de f sur l'intervalle [®; 2].

Dans le menu £%, entrer la fonction comme suit :

Foncl ararh Y=
Y18 xe+l d+-C2n—120—]1]

Y [—]
Yo [—]
: [—]

YE:
E=MI0DEL JTYFELSTYL KHErY [T

On va utiliser une fenétre graphique adéquate.

Pour cela appuyer sur e/ ( (F3)) et utiliser le paramétrage suivant :

Fen-L

amin 1.5

max 2.0
=caleil

dot.  IT.9365e -B3
Ymin =1

|IHIT iTF:IGiETEI EH'&'

On obtient la représentation graphique suivante :

On constate bien que pour tout x € [®; 2], f(x) € [D; 2].

Démontrons maintenant la proposition : On sait que f est décroissante sur [®; 2]. Doncsi2 < x < ®

onaf(®)<f(x) < f(2)doud < f(x) < g < 2, ce qu'il fallait démontrer.



3°) ¢) Montrer par récurrence que pour toutn € N*, v,, € [®; 2].

Montrons que la proposition est vraie au rang 1 :

Onav, = % = 2 ainsi v; € [®;2]. La proposition est vraie au rang 1.

Supposons que la proposition est vraie au rang n € N*, et montrons qu’elle est
vraieaurangn + 1:

On sait que v,, € [®; 2] donc d’aprésb) f(v,) € [®;2] or v,,;1 = f(v,) donc v, 41 € [D; 2]

La proposition est donc vraie au rang n + 1
Conclusion : Pour toutn € N, v, € [®; 2].
3°) d) Montrer par récurrence que pour toutn € N*, v, .1 < v,.

Montrons que la proposition est vraie au rang 1 :

Onav, =2etv, = g.Ainsivz <

Donc la proposition est vraie au rang 1.

Supposons que la proposition est vraie au rang n € N*, et montrons qu’elle est

vraieaurangn + 1:

On sait d’aprés I’ 'hypothese de récurrence que v, .1 < v, de plus d’aprés c) v, € [®; 2] et f est
croissante sur [®; 2]donc: f(v,41) < f(v,) soit v, < V44

La proposition est donc vraie au rang n + 1

Conclusion : Pour toutn € N* ,v,, 1 < v,.
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3°) e) En déduire que la suite (v,,) converge.
D’apres c) la suite (v,,) est minorée par ®, de plus d’apres d) elle est décroissante. Donc d’apres le

théoréme de convergence monotone, la suite (v,,) est convergente.

3°) f) Déterminer la limite de la suite (v,,).
On sait que:

pour toutn € N, v, € [®; 2]

(v,) converge vers [, donc [ € [®; 2]

pour toutn € N,v,,{ = f(v,)

f est dérivable sur [®; 2] donc f est continue sur [®; 2].

2
Donc d’apres le cours [ vérifiel = f(l) & | = ;l—j oP+1=12l-1)
Doul’?—1—-1=0e1l=doul=®".0rl € [P;2] doncl = .

Conclusion : La suite (v, ) converge vers ®

4°) Montrer que pour toutn € N, |v,,,1 — ®| <

On a pour toutn € N :

| CIDI—Un2+1 it 1-0Qu, - D| |t -2v, P+ P +1
Vi1 " 2w, -1 - 2v, — - 2v, — 1
v, % — 20, ® + P2 5
= (rappelons que ®“ = ® + 1)
2v, — 1
_ (vn _CD)Z
| 2v, -1

1 1 1

1
| |S et =
2v, — 1 20 -1 20—-1 4[5

Or pour toutn € N* v, > ® donc

. . 1
On a donc prouvé que pour toutn € N*, |v, 1 — ®| < ﬁlvn K



5°) En déduire que par récurrence que pour toutn € N* :

2nlg

lv, — ®| < (%) (2— )"

Montrons que la proposition est vraie au rang 1 :

Onav; = 2donc|v; — ®| = |2 — D|.
132171 511 13\1-1 L _
De plus (ﬁ) 2-9) = (\/_g) (2—®)' = (2—®).0nadonc bien
21711

vy — ] < (%) @— @)

Donc la proposition est vraie au rang 1.
Supposons que la proposition est vraie au rang n € N, et montrons qu’elle est

vraieaurangn + 1:
D’apreés 4°) on sait que|v, 1 — P| < = |y, — ®|? or d’apreés I’hypothése de récurrence, on a

1 211 n-1
lv, — @ < (E) (2 — ®)2" " ainsi linégalité devient :

an-1-q 2

|vn+1 —P| < i X (i) (2 - cb)zn—l
7 \\E

1 1 22
(:)lvn_,_l—CI)ISEX(E) (2 — ®)°
1 2" —1
& Vg — | < (ﬁ) (2 — d)2

La proposition est donc vraie au rang n + 1

2n—1_

. 1 1 2n—1
Conclusion : Pour toutn € N* ,(—) (2—-—d)~ .

V5
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6°) A partir de quel entier p, v, est une valeur approchée de ® a 1078 prés ? Méme question a 10~>°

pres ?

Parle calculon a:
271—1

(%) @-@)" <10 e <(%) (2- CI>)> <10°° (%)

les deux membres sont positifs donc

ety <(%) 2- cb)) <In (10_8 (v_lﬁ)>
() )
\ln <(71§) 2- "’)) /

211

< n=>1+In

On trouve

1.6158033959

1@'5]
1”[5

- (5]

2. 38686841
JUIMEYOEL JeHARMATH

1+1n

Soitp = 4.

10



Et pour 107°° on trouve

5
1.615033959
-50
In [1@ ]
45

{5
5. 183656941

JUMEYOEL JrHaQIMATH

Soit p = 6. Cette suite converge tres vite.

Vni1—P

7°) On définie la suite b,, = D)2’

n € N*, Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite

k.

D’apres 4°) On sait que pour toutn € N*

(vn - CD)Z . 1
Vn+1 —-d = 217”——1 ainsit bn = ZUn 1
Or li =d d li r &
F e, Un = OO e oy, — 1 20-1 5
Conclusion :
lim b, = !
et e
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