Etude d’une fonction exponentielle

NIVEAU

Terminale S.
OBJECTIFS

On va étudier une fonction exponentielle dont la représentation graphique nous induit en erreur si
on choisit une mauvaise fenétre graphique...

On utilisera les différentes fonctions de la graph85 pour vérifier nos calculs et nous aider dans la
recherche des différentes questions.

Nous allons a travers un sujet de Bac S (Inde 2003), étudier la fonction f définie sur R par

2
fO) = xPex ==
eActivité CORRESPONDANTE

EXPO.gle

Exercice n°1 (EXPO.gle):

A. Introduction

1°) Représenter graphiquement la fonction f. On utilisera comme fenétre graphique -5 < x < 5et
—-5<y<5.

2°) Emettre une conjecture sur le sens de variation de cette fonction, ainsi que sur la position de la

courbe par rapport a 'axe (x x) ?

B. Controle des conjectures.

1°) a) Calculer f'(x) pour tout réel x.

b) Représenter al'aide de la calculatrice sur le méme graphique les courbes représentant la
c . < o s d
fonction f' que vous venez de calculer (tracer en trait normal, [— ) puis f = é
1
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2°)

3%)

©)

calculé par la calculatrice (tracer en trait épais [ ) afin de vérifier votre calcul de
la question précédente.
Exprimer f (x) en fonction de g(x) ol g est la fonction définie sur R par g(x) =

(x +2)e* 1 —1.

Etude du signe de g(x) pour x réel.

a)

b)
©)
d)
e)
)

g)

ATaide d’un tableau de valeurs, conjecturer la valeur de
Jim g(x) et lim g(x)
Valider vos conjectures précédentes par un calcul.
Calculer g (x) et étudier son signe suivant les valeurs de x.
Vérifier vos calculs en utilisant les représentations graphiques.
En déduire le sens de variation de la fonction g, puis dresser son tableau de variation.
Montrer que I'équation g(x) = 0 posséde une unique solution dans R.
On note a cette solution. Montrer que 0,20 < a < 0,21.

Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Sens de variation de la fonction f sur R.

a)
b)
©)
d)
e)

Etudier, suivant les valeurs dex ; le signe def (x).

En déduire le sens de variation de la fonction f.

Que pensez-vous de votre premiere conjecture ?

Donner le tableau de variations de f. Que pensez-vous de votre deuxiéme conjecture ?
Représenter graphiquement la fonction f en utilisant les intervalles suivant : x € [—0,2; 0,4]

ety € [0,01;0,01]




SOLUTION
A.INTRODUCTION

On consideére la fonction numérique f définie sur R par
2

e = ext -

1°) Représenter graphiquement la fonction f. On utilisera comme fenétre graphique-5 < x < 5 et
—-5<y<5.

GRAFH

Dans le menu £4 entrer la fonction :

Fonct ararh 4=

Y8R (H—-12—ne-[—]
v [—]
Y5: [—1]
Y& [—1]

ZEL TYPEJATYL X HENI T

On choisit ma fenétre graphique imposée par I'énoncé :
grap p p

Fen-L

amin & -

max =5

=caleil

dot.  18.B8T7IZ55ET
Ymin = -

|II‘-IIT iTF:IE iETEI EH'&'
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On obtient le graphique suivant :

2°) Emettre une conjecture sur le sens de variation de cette fonction, ainsi que sur la position de la
courbe par rapport a I'axe (x x) ?
On peut conjecturer que f est croissante sur R, puis que Cr est en dessous de I'axe (x'x) sur R_ etau

dessus de I'axe (x x) sur R,

B. Contrdle des conjectures.
1°) a) Calculer f (x) pour tout réel x.
La fonction x ~ x? est dérivable sur R car c’est une fonction polynome.
La fonction x = x — 1 est dérivable sur R car c’est une fonction polynéme, donc la fonction x + e*~!
est dérivable sur R.

2e*~1 est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.

Ainsi la fonction x » x
Conclusion : fest dérivable sur R et pour toutx € R:

f(x) =2xe* 1 4 x2e* 1 —x



1°) b) Représenter a I'aide de la calculatrice sur le méme graphique les courbes représentant

- - - W A d v
fonction f' que vous venez de calculer (tracer en trait normal, [— ) puis f = d—i calculé par la

calculatrice (tracer en trait épais [[— ) afin de vérifier votre calcul de la question précédente.

La premiére fonction entrée est f, pour la deuxiéme entrons f’ que nous venons de calculer et pour la

troisiéme il faut appuyer sur EREE: I (1) pour indiquer a la calculatrice d’entrer Y3

correspond a la dérivée de la fonction Y1 (soit la dérivée de f).

pour les deux autres fonctions.

On obtient ainsi I'écran suivant :

Fornct ararh Y=

Y1B<ee™ i K—1 y—xwe =[]
YR e =1 ax s+ [ —]
YiBd-dxC Y1 [=1]
Vi [—1]

Lors de la représentation graphique des fonctions, on obtient pour les écrans suivants pour les deux

premieres courbes puis les 3 courbes ensembles :

Cela confirme que notre calcul de dérivée est juste.
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1°) c) Exprimer f (x) en fonction de g(x) oi1 g est la fonction définie sur R par

gx) = (x+2)e1-1.

Pour toutx € R f (x) = 2xe*~! + x2e*~1 — x. Donc:

() =x@e* P +xe¥ 1 —1) =x(e* 1 (x +2) — 1) = xg(x)

2°) a) Al'aide d’un tableau de valeurs, conjecturer la valeur de

lim g(x) et lim g(x)
X—>—00 X—+00

Dans le menu entrer I'expression de g(x).

Pour étudier lim g(x) on va choisir les valeurs suivantes pour le tableau :
X —>—00

Appuyer sur et entrer les valeurs suivantes :

Eéglage Takhle

SLartid
End :-26H

Valider puis appuyer sur [TAREL. On obtient le tableau suivant :

n Yy
[ 0 -0.2B6UT
-10 -1
-20 -1
-30 -1
-uo -1
-5“ -
-Eu -
-0
-80
-80 -
- 100 -
=110 -

Il semble raisonnable de conjecturer que lim g(x) = —1.
X——00

La convergence semble tres rapide.



Pour étudier lirP g(x) onva choisir les valeurs suivantes pour le tableau :
xX—+00

Appuyer sur et entrer les valeurs suivantes :

Eéalaae Table

SLartii
Ernd =260

Valider puis appuyer sur [TREL. On obtient le tableau suivant :

i Yy

[ 0 -0.2B6UT
=10 97236
-20 3.59:2E8
-30 l.2EIY
-uo 3.BEIB
-50 9.8EZ2
-60 2.BEZ1

-0 B.BE3|
-80 1.BE36

-390 Y. |EUD
- 100 IEUS
=110 2.U4EUT

A premiere vue il ne semble pas y avoir de conjecture possible. Mais il faut mieux observer les
valeurs...

En surlignant les valeurs de Y4 on obtient une valeur plus précise :

V=0 n+2re™x—10-1 Y= m+2re™(n—10-1
P Yy i vy
0 -0.264 10 E«BE3I
I0 91236 BO |.BE3E
20 3.92E4 90 Y. |EYO
an AT o0 IEE
l.252026975+14 | 1.8025621 893 +45)|

[FoRH MR [EnIT G-CoH[G-FLT  [FORH P [EDIT f-CoH [G-FLT

Il semble maintenant raisonnable de conjecturer que lirJP g(x) = +oo.
X —>+00
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2°) b) Valider vos conjectures précédentes par un calcul.

Pourtoutx € Rona g(x) = (x +2)e* 1 —1=xe* xe 1 +2e* 1 -1

lim x —1=—o0 donc lim e* 1 =0

X —>—00 X——00

lim xe* =0 (cours)on en déduit que lim xe* x e™! =0

X —>—00 X —>—00

Ainsi lim g(x) = -1
X—>—00

lim x —1 =4 donc lim e 1=+
x—+00 X —>+00

lil_‘ll_l X + 2 = 40 on en déduit que lirp (x +2)e* 1 = 400
X —+oo X100

Ainsi lim g(x) = +oo
X—+00
2°) c) Calculer g (x) et étudier son signe suivant les valeurs de x.

gx)=(x+2)e*1-1

La fonction x = x — 1 est dérivable sur R car c’est une fonction polyndme, donc la fonction x = ex1
est dérivable sur R.
La fonction x = x + 2 est dérivable sur R car c’est une fonction polynéme.
Ainsi g est dérivable sur R comme produit et somme de fonctions dérivables sur R.
Pour toutx € R:

g =e*14+ (x+2)e 1 = (x+3)e*!
Pour tout x € R e*~! > 0 donc g (x) est du signe de x + 3.
Conclusion : Pour tout x € ]—o0; =3[ g (x) < 0

et pour tout x € |—3; +oo[ g (x) > 0



2°) d) Vérifier vos calculs en utilisant les représentations graphique.

On trace tout d’abord la fonction g’ que nous avons calculé en pointillés puis la dérivée de g calculée
par la calculatrice. On obtient les écrans suivants :

Pour la fenétre graphique :

Fen-u

max .5

zcaletl

dot.  18.B86343286
Y/min -

max &

|IHIT iTF:IE iETD EH|5'

Pour les fonctions entrées :

On obtient les graphiques suivants :

Vi=d oz oY1

Ce qui confirme bien nos calculs.
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2°) e) En déduire le sens de variation de la fonction g, puis dresser son tableau de variation.

D’apres 2°) c) g est décroissante sur |—oo; —3[ et g est croissante sur |—3; +oo[

x —0 -3 +o0
signe de g - 0 +
-1 +o0
N4
—et -1 -

2°) f) Montrer que I'équation g(x) = 0 posseéde une unique solution dans R. On note a cette solution.

Montrer que 0,20 < o < 0,21.

D’apres le tableau de variation, pour toutx < —3 ona g(x) < —1 donc g(x) # 0.

g est continue et strictement croissante sur |—3; +oo[ a valeur dans |—e* — 1; +oo[ donc d’aprés le
théoréme de la bijection, il existe un unique @ € |—3; +oo| tel que g(x) = 0.

Pour avoir une valeur approchée de «, dans la menu %, ormy), [ETH EHITA

Zolyed (Re20en(H-13-1=
’ B, ZETI4A6316

RTINS LA IEE o

On obtient bien 0,20 < a < 0,21.
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2°) f) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

X —00 -3 a 400

signede g - 0 P+

D’apreés le tableau de variation on peut affirmer que pour tout x € |—o0; @[ g(x) < 0 et pour tout
X € Ja; +oo[ g(x) > 0.

3°) a) Etudier, suivant les valeurs de x, le signe def (x).

On sait d’apres A. 1°) que pour tout x € R f (x) = xg(x). On en déduit le tableau de signes suivant :

x —00 0 a +o0
signe de x = 0 &
signe de g(x) — - 0
signe de f (x) + 0 — 0

3°) b) En déduire le sens de variation de la fonction f.

f est croissante sur |—oo; 0[ et f est croissante sur |a; +oo.

f est décroissante sur |0; a.
3°) ¢) Que pensez-vous de votre premiére conjecture ?

On avait conjecturé que f était croissante sur R, ce qui est faux car f est décroissante sur]0; a.
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3°) d) Donner le tableau de variations de f. Que pensez-vous de votre deuxiéme conjecture ?

X —00 0 a +oo
signe de f' + 0 = ) +
0

3°) e) Représenter graphiquement la fonction f en utilisant les intervalles suivant : x € [-0, 2; 0, 4] et
y €[-0,01;0,01]

En paramétrant la fenétre graphique de la fagon suivante :

Fen—L

mmin = -H, 2

marx Hd.4
scaleid. 1

dot.  f4.T61%e-83
Y/min :-H.81

|IHIT iTF:IG iETEI EH|5'

/

On obtient :

i

Ce qui infirme une fois de plus la seconde conjecture.
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