Propriété géomeétrique de la parabole

NIVEAU

Terminale S.

OBJECTIFS

On consideére la parabole (P)
d’équation y = x2.

Soit a un réel.

Soit T, la tangente a (P) au point
de (P) d’abscisse a et D, la
normale a T, passant par le point
de (P) d’abscisse a.

On considere la droite d,;: x = a.
Cette droite d, représente une
onde provenant d'un satellite.

La parabole (P) va réfléchir cette

onde. On va donc chercher la

droite d, image de d, par la reflexion d’axe D,.

Le but de ce exercice est de visualiser les différentes positions de d, puis d’émettre une conjecture

sur une propriété géométrique de cette famille de droites.
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Exercice n°1 (PARABOLE.gle):

On considére la parabole (P) d’équation y = x%, x € R. Soit M, le point de (P) d’abscisse a,a € R*.
1°) Déterminer les coordonnées de M. Soit T, la tangente a (P) en M,,. Déterminer I'équation de T,.
2°) Faites la représentation graphique dynamique de (P) ainsi que des droites T, pour a € [0,2; 1]

avec un pas de 0,1.

3°) On considere la droite D, perpendiculaire a T, en M,. Déterminer une équation de D,,.

4°) Faites la représentation graphique dynamique de (P), et d;y= (a - ﬁ) X+ i pour a € [0,2; 1]

avec un pas de 0,1 (on prendra la fenétre graphique suivante : —2,52 < x < 2,52 et—0,74 <y <
1,74). Que remarquez-vous pour les droites d,, ?

5°) Onrappelleque d,:x = a et.

. 1 1
dg:y = (a—a)x +5
Montrer que la droite d,, est I'image de d(),4

d, par la réflexion d’axe D,.

6°) Démontrer votre remarque du 4°)
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SOLUTION
1°) Déterminer les coordonnées de M. Soit T, la tangente a (P) en M. Déterminer I'équation de T ,.
M € (P) donc M(a, a?).

L’'équation de T, esty = 2a(x — a) + a® soity = 2ax — a?.

2°) Faites la représentation graphique dynamique de (P) ainsi que des droites T, pour a € [0, 2; 1]
avec un pas de 0,1.
Dans le menu %] (touche 6), entrer 'équation cartésienne de la parabole ainsi que de la droite T,

comme suit :

ZEL TYPEJUVARJE-IH N

Pour indiquer a la Graph85 que A est le parametre ainsi que les valeurs qu'’il doit prendre on appuie
sur BGLEP ((F4)) I'écran qui s’en suit nous indique que la Graph85 a reconnu A comme paramétre,

Tror de fonclions
Llar- d»nam A

H=1..a
[ZEL =P JID [OYHA

pour paramétrer ses valeurs il faut appuyer sur ((F2)) et on compéte comme suit :

Tror de fonclions
F&al age Drrnamlaue
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On valide en appuyant sur[@§ puis sur [I'"HR ((Fg)) on obtient 'animation suivante :

A=d.7T
Remarque : Pour arréter I'animation, appuyer sur [ACPY.

3°) On considére la droite D, perpendiculaire a T, en M,. Déterminer une équation de D,,.

. : . : 1
Le coefficient directeur de T, est 2a donc le coefficient directeur de D, est — 7o

D, aune équation du typey = — %x + p. Pour déterminer p on utilise I'hypothese M, € D,, :

2 _ _ 1 —g24+ 1
a = 2aa+10donc10—a + 5

AinsiD, : y = —%x+ a® +%.
4°) Faites la représentation graphique dynamique de (P), etd,:y = (a — ﬁ) x+ i poura € [0,2;1]

avec un pas de 0,1 (on prendra la fenétre graphique suivante: —2,52 < x < 2,52et—-0,74 <y <

1,74). Que remarquez-vous pour les droites d, ?

On revient dans le menu & (touche 6), et on va effacer la seconde équation
Y2 = 2AX — A%. Pour cela on la sélectionne puis on appuie sur ((F2)) puis appuyer sur (Fi)
pour confirmer.

On entre maintenant I'’équation cartésienne de la droite d;, et on obtient 'écran suivant :

Foncl dwnam Y=
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Cliquer alors sur [§ puis sur [D¥HA ((F6)) on obtient I'animation suivante :

N e

On remarque que toutes les droites d, passe par un méme point situé sur I'axe des ordonnées.

H=H.2

. 1 1

5°) Onrappellequed,:x = aet.d,:y = (a = E) X+

Montrer que la droite d;, est 'image de d, par la réflexion d’axe D,.
, ’ dC,4
Notons tout d’abord que d, et d, sont
concourantes au point de coordonnées

(a,a?).

-»>

J estun vecteur directeur de d,,.

u (Eci) est un vecteur directeur de D,,.

Gi) = o - !
cos(;U) = —5—=7 = — = -
71l 1xvV4aZ+1  VAa?+1

4 4(1 q !
% (4a2 - 1) est un vecteur directeur de d,,.

@) U.v 4a® +1
cos(U; V) = —=——= =

lall- 1l vV4aZ +1 x /1602 + (4a? — 1)2
4a* + 1 1

Vil +1x (42 + 1?2 VAaZ + 1
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Ainsi cos(J; ) = — cos(u; ¥) ce qui prouve que (d,; D,) = (Dg;d,) (1)
Donc d,, est I'image de d, par la réflexion d’axe D,
6°) Démontrer votre remarque du 4°)
, 1 1 _ 1 . _
d,:y = (a — E) x + Z.Donc six =0alorsy = e Donc d, passe par le point

, 1
de coordonnées (0; Z)'

Le point F de coordonnées (O; %) correspond au foyer de la parabole.
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