La constante y d’Euler

NIVEAU

Terminale S.
OBJECTIFS

La constante d’Euler notée y, peut se définir comme la limite d’'une suite. Elle a été découverte en
1781 par Leonhard Euler qui avait obtenu les 16 premiéres décimales.

Nous allons étudier une suite qui converge vers y.

eActivité CORRESPONDANTE
EULER.Gle

Exercice n°1 (EULER.gle):

n
1
Soit §,, = ZE ,n € N*
k=1
1°) a) Dresser le tableau de valeurs de la suite (S,,). On pourra afficher les 20 premiers termes
b) Afficher la représentation graphique du nuage de points formé par les 100 premiers termes de

la suite (S,,). Que pouvez-vous conjecturer sur la limite de cette suite ? A quelle fonction cela vous

fait-il penser ?
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2°) Montrer que pour toutn € N*:
n+1

1 f dx 1
< — < -
n+1 X n

n

On pourra utiliser le fait que la fonction

1 ‘ .
x — —est décroissante sur [n;n + 1].
X

-

3°) En déduire que pourtoutn € N*In(n+ 1) <S, <1+Inn
4°) Que pouvez-vous en déduire sur la limite de la suite (S,,) ? Cela confirme-t-il votre conjecture du
1°)?

5°) a) Représenter graphiquement les fonctions f et g définies sur ]0; +oo[ par

flx) = etg(x) =1In (1 +%)

x+1

Que pouvez-vous conjecturer sur la position relative de ces deux courbes ?
b) Soit @ = f — g. Dresser le tableau de variations de la fonction ¢, puis démontrer votre

conjecture précédente.

6°) Soit (u,) la suite définie par:u, =S, —In(n+ 1), n € N*
a) Dresser le tableau de valeurs de suites (u,, ) ainsi que sa représentation graphique. Que

pouvez-vous conjecturer pour cette suite (variations, limites...)
. . 1 1 P :
b) Démontrer que pourtoutn € N*: u, .y —u, = — In (1 + E) En déduire la monotonie

de la suite (u,).
c) Monter que la suite (u, ) converge. Que pensez vous de vos conjectures du 6°) a) ?

d) Donner une valeur approchée de la limite de la suite (u,)



SOLUTION
n
1
Soit S, = Z— neN
k
k=1
1°) a) Dresser le tableau de valeurs de la suite (S,,). On pourra afficher les 20 premiers termes

Tout d’abord il faut vérifier que le mode calcul de somme est activé. Dans le menu ‘z=g, appuyer sur

@ et vérifier que & [1ZF13¥ estbien sur ON

EI‘"-EI'.-.I i'.‘r'F'E' =% I"II"IE'E-E

0
Grrarh Func :0n
Dual Screen s0ff
Frac Eesult dsc
Simdl Grarkh S0
Backaround :Hone J-

[on [off

Puis on définie la suite a,, = ~nEe N*. La calculatrice affichera alors le tableau de

n n
' 1
valeurs de la suite (a,) ainsi que de la suite de terme général a, c estadire Z —
p:l p:l p
REcurrence
anBl-+n [—]1]
Chis —

SEL+ 3 TYPES [TREL
On appuis sur ((F5)) pour paramétrer les valeurs a afficher dans le tableau de valeurs :

Féalage Tabhle ]
Startil

On obtient le tableau de valeurs suivant en appuyant sur puis [TREL ((F8)) :
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n dn o
| | T

0.5 1.5
0.3333 |.8333
0.25 2.0833
0.2 2.2833

0. |BBE d. U5
0. i1u2d 2.5928
0.125 2.17118
O.1111 2.8289

mmoamiin o wm—

1°) b) Afficher la représentation graphique du nuage de points formé par les 100 premiers termes de la

suite (S,,). Que pouvez-vous conjecturer sur la limite de cette suite ? A quelle fonction cela vous fait-il

penser ?

Pour afficher le nuage de points représentant les termes de la suite (S,,), on va paramétrer le menu

pour avoir 100 points. On obtient I'écran suivant :

Fegalage Takhle
Start:l

Appuyer alors sur [, [TREL ((Fg)) puis ([F8)) et choisissez [£2r ((F8)). On obtient la

représentation graphique suivante :

ia 0.l
11 O.0309
I2 O.0833
13 O0.0768
I4 O.O0714
15 O.O0BBE
|6 O.0B25
11 O.0588
I8 O.0555
19 O.0526
g0 0O.05

|

g« 9289
J.01538
J. 1032
J. 1801
J.2515
J.3182
3. 3801
J. 4385
J. U85l
. 54711
3. 589171

On a pris la fenétre d’affichage suivante ([§HF) i)



Fen-Lu

amin =-1

marx =186
=calel 1l

dot.  T@.8A15273
Ymin -H.5

|IHIT iTF:IG iETEI EH|5'

La suite semble diverger. On remarque que I'allure de la courbe ressemble a une fonction In.

2°) Montrer que pour tout

n e N*:

n+1
1 fdx
—< —<
n+1 X
n

On pourra utiliser le fait que

S|k

: 1
la fonction x — - est

décroissante sur [n; n + 1].

. . 1 ..
Pour tout n € N, on sait que la fonction x = - est décroissante sur [n;n + 1].

1 11
Donc pour toutx € [n;n+ 1Jona— < - < -donc
n+1 x n

n+1 n+1
dx 1 1 dx 1
(n+1—n)SJ —=<-(n+1-n) & —=< | —<-—
X ~n n
n

n+1"— X

n

n+1

3°) En déduire que pourtoutn e N*In(n+1) <S5, <1+In(n+1)

On sait que pour toutp € N* on a

p+1 p+1 n

1 dx 1 <! dx 1
—— <[ Tsodone Y ——< | Z<H
p+1 X D p+1 X p
p p=1 P p=1
n+1 n+1
_ 1 dx dx
soit §,, — 1+ Sf—SSnor f—zln(n+1)—ln1=ln(n+1)
n+1 X X
1 1

' 1
ainsi | inégalité devient S, — 1 + — <Inn+1)<S,
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1
donct n(n+1) <S5, <1+In(n+1) ———
n+1

doutIn(n+1)<S,<1+In(n+1)

4°) Que pouvez-vous en déduire sur la limite de la suite (S,,) ? Cela confirme-t-il votre conjecture du
1°)?

On a vu dans la question précédente que pour toutn € N*S, > In(n+ 1) or

lim In(n+ 1) = +oodonc lim S, = 4o

n—-+oo n—-+oo

Oui cela confirme notre conjecture du 1°).

5°) a) Représenter graphiquement les fonctions f et g définies sur |0; +oo[ par

1 1
f(x):x+1 etg(x)=1n<1+;)

Que pouvez-vous conjecturer sur la position relative de ces deux courbes ?

Pour représenter graphiquement ces 2 courbes, dans le menu £ entrer 'expression des deux

fonctions :

Fonct ararh Y=
YiEI=CH+10 [—1]
Y28l Ccl+1+=0 [annn]

|

Y5: [—]
Y&: [—]
[ZEC [0 LTI EiW AUl [oraL

On a choisit de représenter la courbe de la fonction g en pointillés gras.

On choisit la fenétre d’affichage graphique suivante :

Fen—L

wmmln
max
scale
ol

Ymin

|II‘-IIT iTF:IE iETEI EH|5'

On obtient les 2 courbes suivantes :

-H. 4126824
1




On peut conjecturer que C;, est au dessus de C; sur ]0; +ool.

5°) b) Soit ¢ = f — g. Dresser le tableau de variations de la fonction ¢, puis démontrer votre
conjecture précédente.

La fonction ¢ est dérivable sur ]0; +oo[ et on a pour tout x € ]0; +oo] :

1
oL _T@_ 1 1
P =T T 12 141 (x+D? xr+1
x

Or pour tout x € ]0; +oo[, (x + 1)2 > x2 + 1 donc ¢ (x) = 0 ce qui prouve que ¢ est croissante sur
10; +-col.

Or XETOO f(x)=0 et xl_i)rjpm g(x) = 0 ce qui prouve que xEToo p(x)=0

On en déduit que pour tout x € ]0; +oo[ @(x) < 0, donc f(x) < g(x), ce qui prouve notre conjecture

sur la position relative de Cr par rapporta Cj.

Conclusion : Pour tout x € ]0; +oo[ ﬁ <In (1 + 1)

X
6°) a) Soit (u,,) la suite définie par: u,, = S,, —In(n+ 1),n € N*

Dresser le tableau de valeurs de la suite (u,,) ainsi que sa représentation graphique. Que pouvez-vous
conjecturer pour cette suite (variations, limites...)

On entre I'expression de la suite :

F&glaae Tahkle n+1
] sLartil
] Erd 26
Al

W

|
anstr-id
SEL+SADEL JTYPESN Arcd SE T G IETRET

F&currence
an+iBantl-cn+ly L
br+1iBan—1n n C
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ni+l Arn+i b+

17 34395 O.5U15
I8 3.U951 O.5491
19 3.5U7T17 O0.5506

B 3.5911  0.552 -
[FORHM [WEE [a-CoH [G-FLT

On peut conjecturer que la suite (u,,) converge.

7 * 1 1 7 = =
6°) b) Démontrer que pour toutn € N*:u,, .1 —u, = — In (1 + n_+1) En déduire la monotonie de

la suite (u,,).

Pour toutn € N*,

1
Ups1 — Uy =S —In(n+2) = (S, —In(n+ 1)) = ——t +In(n+1) —In(n+ 2)

-1 (1 — )
Tn+1 1 n+1
Or d’apres 5°) b) ﬁ —1In (1 + ﬁ) < 0 ainsi (u,,) est décroissante.
6°) c) Montrer que la suite (u,,) converge.
On sait d’aprés 3°) que pourtoutn € N, In(n+1) <S5, <1+In(n+1)
donc pour tout n € N* 0 < u, < 1,ce qui prouve que la suite (u, ) est minorée,

or elle est décroissante donc d’apres le théoréme de convergence monotone, le suite (u,,) converge.

Cela confirme notre conjecture du 6°) a).
6°) d) Donner une valeur approchée de la limite de la suite (u,,)

En reprenant le tableau de valeurs de la question 6°) a) pour n = 100 on obtienty =~ 0,572



