Introduction aux propriétés algebriques des
fonctions hyperboliques.

NIVEAU

Terminale S.

OBJECTIFS

Il s’agit dans ce TP de se servir des fonctionnalités du tableur de la Graph85 afin de découvrir des
propriétés algébriques, telles que les propriétés d’additions et de duplications des fonctions
hyperboliques, a un niveau terminale S, 1a ou I'éleve ne connait pas encore ces fonctions , mais peut

sans grande difficulté, les découvrir.

E-Activité CORRESPONDANTE

TP13.gle

Exercice (TP13.gle):

Pour tout réel x, on définit les deux fonctions C et S suivantes :

ex —X

C(x) = G G

X _ o™X

e
et S(x) =—

Le but de cet exercice est d’étudier ces deux fonctions, et montrer qu’elles satisfont des propriétés
algébriques caractéristiques, semblables aux propriétés algébriques des fonctions trigonométriques
1°) Comment générer aléatoirement un réel compris (strictement) entre —10 et 10. Puis faire en

sorte, que son affichage n’excede pas un chiffre apres la virgule.

2°) a) Dans le menu g#g, afficher une colonne de 20 valeurs aléatoires (x;) comprises entre —10 et
10 comme dans la question précédente, puis dans trois colonnes a suivre, les images de ces

valeurs par les fonctions C, S et exp.
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b) Tracer les courbes représentatives des deux fonctions C et S.

c) Déterminer le tableau de variation et les limites en —oo et +o0 des fonctions S et C.

39 A l'aide du mode g5, déterminer une relation semblable a la relation fondamentale liant les

fonctions cos et sin. Démontrer alors cette propriété.

4°) ATaide du tableur de la calculatrice, montrer que des “formules d’additions” semblables a celles

liant les fonctions cos et sin, lient les fonctions C et S. Démontrer ensuite ces propriétés.

5°) Démontrer les relations établies précédemment.
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1°) Comment générer aléatoirement un réel compris (strictement) entre —10 et 10. Puis faire e

que son affichage n’excéde pas un chiffre apres la virgule.

On commence par entrer dans le mode %2.
Pour obtenir un nombre aléatoire, on utilise la fonction [ETRES accessible en appuyant sur les touches
o IR

La Graph85 retourne un nombre aléatoire compris entre 0 et 1.

Fan#
H. 3875528387

H P JPROEJHUM JAHGLY I

Orsi0<x<1lalors0< 20x < 20 etdonc—10 < 20x — 10 < 10.

2BRan# -18
-T.Hd14186332
4.313346348
-8, 259317326
T.3925H56E
S.41587Te2388
HPJPROEJHUM JAHGLY IR

Afin d’exploiter seulement 1 chiffre apres la virgule, on va utiliser la fonction EndFil

FrdFixcl. 1234, 12
ErdFixcl. 1234, 22

ErdFixcl. 1234, 32
1.123

Fracl Rhd [IntalRndFi
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2°) a) Dans le menu g, afficher une colonne de 20 valeurs aléatoires (x;) comprises entre —10 et 10
comme dans la question précédente, puis dans trois colonnes a suivre, les images de ces valeurs par les

fonctions C, S et exp.

Ouvrir le tableur en appuyant sur g#g]. Sauvegarder le fichier afin de ne pas le perdre ; pour cela

appuyer sur les touches FILE (touche (F1)) puis JIE (touche (F3)) et entrer le nom de la feuille de

calcul.

On va entrer la formule précédente pour les cellules A2 a A21:
Appuyer sur ECIT S NPENFTLL puis compléter la boit de dialogue comme suit, puis valider en
appuyant sur [Exg :

Femrlir _ |
Formula f=RndFixc2dRan# —18, 12
Cell RangeiAZ:A21

| ¥ | = | If JCELJREL

Puis on calcul dans les colonnes B, C et D les images des valeurs de la colonne A par les fonctions C, S

et exp, respectivement. On peut utiliser a nouveau la commande [#14¥ .
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g 1a Lol =]
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Femrlir
Formula :i=ia™
Cell Range:iBz:Bz1

| ¥ | = | If JCELJREL

| Femrlir |
A2+e™{—-AZ222+2| Formula i=ie™HAZ-e™{—HZ21+2
Cell Range:iCz2:C2l]

| # | = | If JCELJREL

FemFlir
r=a2™HZ
Cell Range:D2:iD21

Formula =

| # | = | If JCELJREL

On obtient alors I’écran suivant :

B Hd
cd80. 3
B0« '155 -b60."15|H. 2E-3

B,BI33 0T 1 [331 1. | Esau
={e Az +a" —AL )2+

Iﬁﬁ?ﬁfﬁ?ﬁfflﬂﬁﬁﬁﬁﬂﬂ___

On remarque alors quelque chose d’intéressant, et logique

C(x)+S(x)=ex
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2°) b) Tracer les courbes représentatives des deux fonctions C et S.

Dans le menu Z%, on entre les deux fonctions et on obtient :

2°) c¢) Déterminer le tableau de variation et les limites en —o et +oo des fonctions S et C.

Etude de la fonction C :

e +e () ¥ X
Pour toutx € R,C(—x) = 5 = 5 =C(x)

Donc C est une fonction paire, sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a 'axe des

ordonnées.

La fonction x — e* est dérivable sur R ainsi que la fonction x = ™, donc C est dérivable sur R :

X —X

, e* —e ,
Pourtoutx € R,C (x) = — Etudions le signe de C (x) :

X —X

e’ —e
2

Doc la fonction C est décroissante sur | — oo; 0] et croissante sur [0; +oo[.

>0 ef—e*>0eefze*oox>—xo2x>20x>0

lim e* =0 et lim e™ = +4oo,donc lim C(x) = +oo.
X ——00

X ——00 X ——00

De plus par parité on en déduit que lir+r1 C(x) = +oo
X —>1+00

X —o00 0 400
signe de C’ — 0 +
400 +oo
C
1
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Etude de la fonction S :

g™ — e~ (%) e¥ —e™*

Pour toutx € R,S(—x) = > = — > = —5(x)

Donc S est une fonction impaire, sa courbe représentative est donc symétrique par rapport a I'origine

du repere.

La fonction x = e* est dérivable sur R ainsi que la fonction x = e™, donc S est dérivable sur R:
’ x + _x !

Pourtoutx € R, S (x) = — Etudions le signe de S (x) :

On sait que pour toutx € Re* > 0 de méme e™* > 0 donc S (x) > 0

La fonction S est croissante sur R.

lim e* =0 et lim e™ = +oo,donc lim S(x) = —o0.S estimpaire donc lirJP S(x) = 4+
X——00 X——00 X—>—00 X =100
X —0 0 o0
signe de S’ +
+00
S
—00

3°) A l'aide du mode i, déterminer une relation semblable a la relation fondamentale liant les

fonctions cos et sin. Démontrer alors cette propriété.

La relation fondamentale liant les fonction cos et sin est:
Pourtoutx € R cos?x + sin?x =1
S’il existe donc une relation semblable au sein des fonctions C et S, on va tout d’abord déterminer les

valeurs de C%(x) et S?(x) pour les valeurs de x des la colonne A du tableur :

dE891.6|3680.6
S0.633|B215. ]2 1U. L
O0.30U5]| 1.0827]0. 0921
-3.059|83.015]82. 015

HEWJOFEH U i) FETTA
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On peut donc conjecturer que C?(x) — S?(x) = 1. On peut vérifier cette relation a I'aide d’autres

valeurs en appuyant sur I (touche [F1)) et [FECAL (touche (F4)). Ainsi d’autres valeurs aléatoires

vont étre générées et le tableur va recalculer automatiquement toutes les autres cellules.

Démontrons cette égalité : Pour toutx € Rona:

1 1
C?(x) — S?(x) =Z(e2x +2+e 2 —e?* +2—e7%) =ZX4= 1

4°) A l'aide du tableur de la calculatrice, montrer que des “formules d’additions” semblables a celles

liant les fonctions cos et sin, lient les fonctions C et S. Démontrer ensuite ces propriétés.

Dans une nouvelle feuille du tableur, on va créer deux colonnes X; et Y; de valeurs aléatoires
comprises entre —3 et 3, puis on va calculer respectivement C(X;),C(Y;),S(X;) et S(Y;) dans un

premier temps :

COHid B COYid B SCHiD B ECY5)
1.3502|2.3381]|-0.907]2a 1135
caB115/3. 1901 |B.3UBI|-3.029| H.Z2HH
cd«071)1.0007|4.0285)-0.037]3. 9034
-d. |1B5|B. 8533 | Y. 5024 | -B. 196 -U.38

=cRanf -3
FILEJEDITIOEL JIMHE JFCH S

Puis on calcul C(X; + Y;) ainsi que les produits C(X;) X C(Y;) et S(X;) x S(Y;)

SOVLd QG+ Qri=CY REHxEY
c.5002| 2. 228 |6.EIBB|5.6118
-3. 62 | UH. 559 ] 25.3UB| 23.21
0. 1368 |3. 24UB5]3.1361 |- 0. HBT
-1.569| 13Ul |1=251E

O [P AP e

=

Il semblerait que C(X; +Y;) = C(X;).C(Y;) + S(X;).S(Y;). On va donc créer une colonne somme :



CoR+d JUu=Cy Jau=sy § H+I |

UH.559|25.34YH| 23.21 |UB. 558
d.2U4B5|3.M361 |-0.4B7|3. 2UBS
l«3UI1|M«2516] -S«31|1.3Ull
=HZ+I12

HEW JoPEHEU-A 5] (TN
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Les résultats des colonnes G et ] sont identiques, ce qui confirme notre conjecture précédente.

On procede de la méme fagon avec la fonction S :

- Ud. 54

-3.591|0. 5064 -3.08

M.0088|-6.115]|0. B936

HELLJOFEH J5U-A 5] T

=L Z+MZ2

Ce qui permet de conjecturer que S(X; +Y;) = S(X;).C(Y;) + C(X;).S(Y;)

5°) Démontrer les relations établies précédemment.

Pourtoutx € Rona:

e*+e™ eV+eV e¥—e* e¥—eV
CxX)C)+S)Sy) = X + X =
2 2 2 2
=C(x+y)
ef+e™ e¥—eV e*—e e¥ +eV
CxX)S)+Sx)C(y) = X + X =
2 2 2 2
=S(x+Yy)

%(Zex” + 2~ )

%(Zex” — 2e~ ()

Les fonctions C et S se nomment en fait respectivement, cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

et se notent respectivement: ch et sh. On les retrouvent dans la Graph85 dans le menu %], en
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appuyant sur @M, [ T (touche [Fg)) et ERAD (touche [F2)).

cosh 1

1. 543020535
elia”
- 1. 54302H535
Sibik JCoshltanklsink foosk ftank |

10



