Variations et convergence des suites

du type u,., =au,+b

NIVEAU

Terminale S.

OBJECTIFS

Déterminer suivant les valeurs de a, b et u, les variations et la convergence d’une suite arithmético-

géométrique.

eActivité CORRESPONDANTE
ARIGEO.G1e

Exercice n°1 (ARIGEO.gle):

Soit a et b deux réels. Afin de ne pas travailler avec des suites arithmétiques ou géomeétriques dont
les résultats sont connus, on supposeraa > 0et a # 1eth # 0.
Soit (u,) la suite définie par : Pour toutn € N u, .1 = au, + b, uy € R.

. 2
1°) Dans cette question a = et b=1.

a) Représenter graphiquement a 'aide de la Graph85 les premiéres valeurs de la suite (u,,). On
prendra uy = —2.
b) Que pouvez-vous conjecturer sur le sens de variation de (u,,) et sa convergence ?

Reprendre les deux questions précédentes pour les valeurs de u, ci-dessous et compléter le

tableau:
Valeurs de u, Variation Convergence
uy = —1
uy =0
Uy =5
Uy =6
Uy =7
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d) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,) selon les différentes

valeurs de ug ?

. 2
2°) Dans cette question a = et b =2.

a) Compléter le tableau suivant :

Valeurs de u, Variation Convergence
uy =—1
Uy =3
uy =8
uy = 10

b) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,) selon les différentes

valeurs de ug ?
, 3
3°) Dans cette question a = Set b=1.

a) Compléter le tableau suivant :

Valeurs de u, Variation Convergence
uy = —4
uy = —2
uy =0

b) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,) selon les différentes
valeurs de uy ?
4°) Soit (v,) la suite définie par v, = u, .1 — u,,. Montrer que (v,,) est une suite géométrique.
5°) Déterminer le signe de la suite (v,,) en fonction de la valeur de u.

6°) Déterminer les variations de la suite (u, ) en fonction des valeurs de u,.
o . . b b . : : b
7°) Montrer par récurrence que si ug > - alors T, estun minorant de la suite (u,) etsiuy < -
—a —a —a
b : .
alors T estun majorant de la suite (u,)
—a

8°) En déduire la convergence de (u,,).



1°) a) Représenter graphiquement a I'aide de la Graph85 les premiéres valeurs de la suite (u,,)-
prendrau, = —2.

Dans le menu général, choisir 7=y (touche 8).

Il faut sélectionner le bon mode de définition : Ici il s’agit d’'une suite définie par récurrence (a,,; en
fonction de a,, ), il faut appuyer sur ( touche (F3)) puis sélectionner le type de suite :

Dans notre cas c’est F 2% an+1=Han+Br+L soit la touche [Fr (touche (F2) )

On entre la suite pour obtenir I'écran suivant :

Récurrence

an+182+3¥an+l [—1]

Ch+1:

SEL S F.Ar4 [TREL
On va entrer la valeur de a , pour cela il faut appuyer sur (touche (F5))

F&alagae Tahkle n+1
SLart:
Erd

5
1
0 -
b 5}
.o 5]

|-EI-:-i-EII

Il ne faut pas oublier d’entrer la valeur de anstr

)
2

A savoir: anuest la premiére valeur prise dans le calcul des valeurs de la suite dans la table, 3 Sl

est la premiére valeur prise dans la représentation graphique des termes de la suite.

On souhaite afficher les valeurs de a, jusqu’a a;s, ainsi pour SLarL on entre 0, pour End 15, =

correspond au premier terme de la suite, donc ici —2.
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Puis appuyer sur (EXT)et [TAEL (touche ). Puis appuyer sur [WEE pour obtenir la représentation

graphique souhaitée :

an+1=2+3xan+l

. .-'."--___
v=d. 91329235 Y=g.94z19ug

Dans la représentation graphique précédente, on a choisit la fenétre graphique suivante :

Farn-Ll

max =E

scale:

dot.  18,B83555555
Ymim = -

max =4

[THIT [TRIG[STD
1°) b) Que pouvez-vous conjecturer sur le sens de variation de (u,,) et sa convergence ?

La suite (u,,) semble croissante et converger vers 'abscisse du point d’intersection des droites

, . 2 Y NIET . , \
d’équationsy = x ety = X+ 1, c'est-a-dire 3. On obtient cette valeur en résolvant le systéeme
y=x

-x+1=x =x=1 X =

y=x y=x
on trouve {2 soit {1 donc {y -
3 3

“Zx41
y =3



1°) ¢) Reprendre les deux questions précédentes pour les valeurs de u, ci-dessous et compléte

e P '

tableau :
Valeurs
Représentation graphique Variation Convergence
de uy,
an+1=2+3xan+l
. (u,) semble (u,) semble
Uy = —
d-"'"- croissante converger vers 3
e
- -
n=d.T658A93Uk Y=2.BU3926231
an+i1=2+3¥an+l1
(u,) semble (u,,) semble
Uy = 0
--______,_- croissante converger vers 3
-
n=c«B2UU 01 Y=g.BE23UUE"TT
an+i1=2+3¥an+l
c (u,) semble (u,) semble
Uy =
décroissante converger vers 3
n=3. | 117055321 ¥=3. 117055321
an+i=2+3¥an+l
(u,) semble (u,,) semble
Uy = 6
décroissante converger vers 3
n=3. 1 171055321 ¥=3. 1117055321
an+1=2+3xantl
(u,) semble (u,,) semble
Uy = 7
décroissante converger vers 3
n=3. 10UOugiIng ¥=3. 10UOUg1"g
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1°) d) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,,) selon les différentes
valeurs de u, ?

D’apres I’étude du 1°) c) on peut conjecturer que si u, > 3 alors la suite (u, ) est décroissante et
converge vers 3 et si ug < 3 alors la suite (u, ) est croissante et converge vers 3. Dans le cas ou

uy = 3 alors la suite sera constante.

2°) a) Dans cette question a = get b =2,

Valeurs
Représentation graphique Variation Convergence
de u,
an+i=2+3¥an+s
(u,,) semble (u,,) semble
Uy = -1
-1 ) croissante converger vers 6

n=5."26B70804  Y¥=5."26A70904

an+1=2+3xaﬁ+§;ﬂﬁﬁfdh
(u,,) semble (u,,) semble

uO — 3 J—'_'_'__—-'-'_'-F'-
] _ croissante converger vers 6

4=5.BAA9YYETI  ¥=5.92 1963115
an+1=2+3¥ant?

o (u,) semble (u,) semble
Uy =
‘ décroissante converger vers 6

W=G.D0GE50915  Y=E.D0GB50375
Uy =10 | an+i=2+ixant

(u,,) semble (u,,) semble
décroissante converger vers 6

n=b.000534B2Y  Y=b.00053UbG2S




e P '

2°) b) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,,) selon les dif]
valeurs de u, ?

D’apreés I'étude précédente on peut conjecturer que si uy > 6 alors la suite (u,,) est décroissante et
converge vers 6 et si u, < 6 alors la suite (u, ) est croissante et converge vers 6. Dans le cas ou

Uy = 6 alors la suite sera constante.

3°) a) Dans cette question a = ;et b=1.

Valeurs Variation Convergence
Représentation graphique
de u,

Uy = —4 | an+i=3+2xantl

(1) semble | () semble
décroissante diverger

n=- |25ra5 ¥=- |2 135
Uy = —2 | an+i=3+2Rantl

. . . . ,-’/-Ij.rf:'-l-l-l- (un) semble
/J’/ ‘ constante
u=-g =-2

Uy =0 | an+i=3+2¥an+l]

-

(u,) semble | (u,) semble

croissante diverger

e

n=13. 1815 ¥=13. 1815

3°) b) Que pouvez-vous conjecturer sur la convergence et les variations de (u,,) selon les différentes
valeurs de u, ?

D’apres I'étude précédente on peut conjecturer que si u, > —2 alors la suite (u,) est croissante et
diverge et si uy < —2 alors la suite (u, ) est décroissante et diverge. Dans le cas ou uy = —2 alors la

suite sera constante.

7
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4°) Soit (v,,) la suite définie par v,, = u,,,1 — u,. Montrer que (v,,) est une suite géométrique.
Pourtoutn € N v, 1 = Upyp — Upyq = AUy + b — (au, +b) = a(u,41 — w,) = av,.

Ce qui prouve que la suite (v,,) est géométrique de raison a.

5°) Déterminer le signe de la suite (v,,) en fonction de la valeur de u,.
On sait que la suite (v,,) est géométrique donc pour toutn € N v, = vya™. Etant donné que a > 0 par

hypothése, alors v, est du signe de vy = u; —uy = aug + b —uyg = (a — Dugy + b.

6°) Déterminer les variations de la suite (u,,) en fonction des valeurs de wu,,.
Si vy > 0 alors d’apres 5°) pour toutn € N v, > 0 soit u,,,; — u, > 0 donc la suite (u, ) est
croissante.

vy>0o uy(a—1)>—->b

On obtient les résultats suivants :

a U Variation de (u,,)
b :
a>1 uy > T (u,) est croissante
—a
b .
a>1 Uy < T (u,) est décroissante
—a
b .
0<a<1 uy > T (u,) est décroissante
—a
b :
0<a<1 Uy < T (u,) est croissante
—a

. . b b . . . b
7°) Montrer par récurrence que si uy > P alors 1, estun minorant de la suite (u,,) etsiuy < P
b . .
alors 1 €stun majorant de la suite (u,,)

s . \ b
Montrons que la proposition est vraie au rang 0 : Par hypothese u, > r—
Supposons que la proposition soit vraie au rang n € N et montrons qu’elle est vraie aurangn + 1:

On sait d’apres I’hypothése de récurrence que u,, > 1bTa donc au, + b > % + b (cara > 0) d'ou

b . . b
au b > —ainsiu > —
n + > 1-a n+1 1-a

: b b :
Conclusion : pour toutn € Nu, > - Donc — est un minorant de (uy,).



. A -\ . b b .
On démontre de la méme maniere que si ug < — alors T estun majorant de (u,).

8°) En déduire la convergence de (u,,).

a U Convergence de (u,)

Si (u,) converge alors (v,) converge vers 0. Or (v,) est une suite
a>1 géométrique de raison a > 1. Donc elle diverge. Ce qui prouve

que (u,) diverge.

b On sait d’aprés 7°) que > est un minorant de la suite (u,). Et
0<a <1 uy > 1~a
l-a d’apres 6°) (u,) est décroissante, donc (u,,) converge.
b On sait d’aprés 7°) que 2L estun majorant de la suite (u,). Et
0<a <1 u <7 1-a
—a

d’apres 6°) (u,) est croissante, donc (u,,) converge.
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