Propriétés algébriques de la fonction
Logarithme Népérien.

NIVEAU

Terminale S.

OBJECTIFS

Il s’agit dans ce TP de se servir des fonctionnalités du tableur de la Graph85 afin de découvrir des
propriétés algébriques de la fonction In, juste apres avoir vu en cours sa définition et sa courbe

représentative.

E-Activité CORRESPONDANTE

TP19.gle

Exercice (TP19.gle):
Voici la fonction logarithme népérien, notée In, définie et dérivable sur l'intervalle ]0; +oo], et telle

que :
1
Pour toutx € ]0; +oo [ In'(x) = < et In1=0

Le but de cet exercice est de conjecturer et démontrer des propriétés algébriques de cette fonction.

1°) Dans le mode ¥ de la calculatrice, expliquer comment générer aléatoirement un nombre
compris (strictement) entre 0 et 20. Puis faire en sorte, que son affichage n'excede pas deux

chiffres apres la virgule.

2°) ATaide du tableur de la calculatrice :
a) Afficher dans une colonne une liste de 10 réels compris entre 0 et 20, affichant au plus deux
chiffres apres la virgule.

b) Etablir alors une conjecture entre In x et In(x3) puis entre In x et In(x"), avec n € Z.
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3°) Pour n entier relatif fixé, pour tout réel x strictement positif, on pose :
fr(x) =In(x™) —nlnx

Montrer que cette fonction f,, est constante sur 'intervalle ]0; +oo[. Qu’en déduit-on ?

4°) Pour a et b deux réels strictement positifs, sur le méme modéle de mise en ceuvre que celui de la
question 2°), établir une conjecture entre les trois nombres Ina, Inb et In(a X b), en formant
pour a et b des listes de réels compris entre 0 et 10, affichant au plus deux chiffres apres la

virgule.

5°) Pour a un réel strictement positif fixé, pour tout réel x strictement positif, on pose :
d,(x) = In(ax) — Inx — In a. Montrer que cette fonction est constante sur I'intervalle ]0; +oo.

Qu’en déduit-on ?

6°) De la méme maniere, conjecturer, puis démontrer, une propriété entre le logarithme d'un

quotient de réels strictement positifs, et le logarithme de ces réels.
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1°) Dans le mode 2§ de la calculatrice, expliquer comment générer aléatoirement un
compris (strictement) entre 0 et 20. Puis faire en sorte, que son affichage n’excéde pas deux

chiffres apres la virgule.

o510 RUN-MA' ’ , g ’, 0 O
On utilise le mode $3[2§, pour cette génération de nombres aléatoires, compris entre 0 et 20.

Pour obtenir un nombre aléatoire, on utilise la fonction [ETRES accessible en appuyant sur les touches

Cette fonction génére un nombre décimal entre 0 et 1. Or, si 0 < x < 1 alors 0 < 20x < 20.

On obtient par exemple :

Fan#
H. 2TE295383
ZARan#
5. BTIEIITE
ZARan#
17. 7274112
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Il ne reste plus qu’a arrondir ces nombres au second chiffre apres la virgule. Afin d’exploiter

seulement 2 chiffre apres la virgule, on va utiliser la fonction ErdFi

FrdFixC28Ran# -2
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2°) a) A l'aide du tableur de la calculatrice, afficher dans une colonne une liste de 10 réels pris

entre 0 et 20, affichant au plus deux chiffres apres la virgule.

Ouvrir le tableur en appuyant sur %EJ Sauvegarder le fichier afin de ne pas le perdre ; pour cela

appuyer sur les touches FILE (touche (F1)) puis IR (touche (F3)) et entrer le nom de la feuille de

calcul.

On va entrer la formule précédente pour les cellules A2 a A11:
Appuyer sur 04 [ R puis compléter la boit de dialogue comme suit, puis valider en
appuyant sur [Exg :

Voici ce que 'on obtient alors :

—End-lxiEEHan# -y
FILLJE3TNE3AN [T

Remarque : A tout moment, si I’on souhaite faire recalculer ces valeurs par la calculatrice dans le but

de modifier la liste, il suffit de revenir a la racine du mode g, et d’appuyer sur (F1). Des fonctions

vous y seront proposées, et parmi elles, vous y trouverez la commande [RECAL (touche (F4)).

On va maintenant compléter les images de ces valeurs par la fonction In, grace a la touche (in] de la

calculatrice.
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Voici ce que I'on obtient :

19413

IU.97] 2106

W [ZR T [ZRTD
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(0 12051+ ]~]
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2°) b) Etablir alors une conjecture entre In x et In(x3) puis entre In x et In(x™), avec n € Z

On souhaite établir une propriété entre In 4 et In(43).
On va entrer la valeur de I'exposant (ici 3) dans la cellule C1 : On obtient I'écran suivant :

1M.33]2. 8524

!
FILEJEDITJOEL JIME JIACEE

On peut alors y inscrire en colonne C les différentes valeurs de In(43) :

FILLIEATNEALT

19,61

I1.58|2.4u32] 7. 348
=lp CCR3I2TCCEL DD
[

En observant les résultats, on remarque que In 4% = 31In A.

On peut le vérifier en refaisant les calculs a I'aide de la fonction RECAL :
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In 4A—%

Ci-dessous on a pris n = —4 puis on a calculer

InA

e 52U |
I0.61]2a3611

0.1 ]2.3125 -HIEE&:S . B—%

FILEJEDITJOEL JIHE JIACE I

Il semble que pour tout réel x strictement positif, on a :

Ina® =nlna

3°) Pour n entier relatif fixé, pour tout réel x strictement positif, on pose :
fax) =In(x") —nlnx

Montrer que cette fonction f,, est constante sur I'intervalle ]0; +co[. Qu'en déduit-on ?

Soit un réel x dans 'intervalle ]0; +oo]. La fonction f,, est dérivable sur cet intervalle, avec:

: L1 1 mx"! n n n
i) =nx" I X ——nx == =t g
x" x x™ X x x

On peut donc en déduire que la fonction f, est constante sur I'intervalle ]0; +oo[. Et puisque I'on sait

que In1 = 0, on obtient alors la valeur de cette constante : 0.
Conclusion : Pour tout réel x de I'intervalle ]0; 400 :

In(x™) =nlnx
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4°) Pour a et b deux réels strictement positifs, sur le méme modéele de mise en ceuvre que celur'de’la

question 2°), établir une conjecture entre les trois nombres In a, In b et In(a X b), en formant pour a

et b des listes de réels compris entre 0 et 20, affichant au plus deux chiffres aprés la virgule.

On procede exactement comme a la question 2°), sauf que cette fois on formera deux listes de
nombres sur les deux colonnes A et B, puis dans les colonnes qui suivront, on y calculera, leurs
produit, le logarithme du résultat, et leurs logarithmes, et on y cherchera une relation. Voici ce que

'on peut obtenir :

Fi

Hi=E1

E Hln Ai Jln Ei
-Er Al Y. 00BY

2. 1505 1. B578 [
.08| 3.06]1a.08Y|2.5245| [ER=.5295] 1.006] (. 118435205
1.59] I5.1]a0.009]3.784| [ETR3. [780[0. U631 |2. 1146 |3. 1180

8.2z UL i1 aau 0. 3155] MR 315a 2. 502 . U3l 3158

[EBI-:LF:I FILEJEDTIIDEL JiN: JEnA e

On peut conjecturer que

ln(Ai X Bl) = lnAi + In Bi

5°) Pour a un réel strictement positif fixé, pour tout réel x strictement positif, on pose :
d,(x) = In(ax) — In x — In a. Montrer que cette fonction est constante sur I'intervalle ]0; +o|.

Qu’en déduit-on ?

Le réel strictement positif a est fixé. Sur I'intervalle ]0; 4+oo[ la fonction d, est dérivable et pour x, réel

strictement positif, on a :

1
d (X)_a—zzo

d, est une fonction constante égale a d, (1) = 0 sur ]0; +oo[, ainsi pour tous réels strictement positifs

aetx:In(ax) =Ina +Inx.
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6°) De la méme maniere, conjecturer, puis démontrer, une propriété entre le logarithme d’'un

de réels strictement positifs, et le logarithme de ces réels.
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Pour cette derniere propriété algébrique, on se sert du fichier précédent, en y ajoutant le quotient

des deux nombres. Voici ce que I'on peut observer :

I 1]
iz Bln Bivfln Wi

1h i

N 2. BE9T g ELEN |« 1065 | 0. B523
la6272 | da 6369
O. U252 | 2. 30715

-8l 0. 1085 | - 0. 344 | 2. U223

g« 16115

=ln CZ
FILEJEDITJOEL JIHE JIACE I

On remarque a I'aide du tableur que 'on a :

Xi
In (}7) =Inx; —Iny;
L

X

Démonstration : On sait que pour x et y positifs stricts In (y) +Iny =1In G X y) = In x.

Ce qui prouve que pour tout réels positifs stricts x et y on a

1(x)1 1
n(—)=Inx—Iny
y
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