. Epreuve pratique de mathématiques au Bac S . s
t 01 Fiche él
Sujet 013 (expérimentation 2007/2008) e eleve
Etude de flux de populations
Enoncé

L’objet de ce travail est 1’étude de flux de populations entre trois zones géographiques : une
ville notée A, une zone périphérique notée B et une zone de campagne notée C.

Pour modéliser les flux de population, on fait les hypotheses suivantes :
— La population totale des trois zones reste constante.

— Chaque année la zone A perd 10% de sa population, mais accueille 10% de la population de
la zone B et 1% de la population de la zone C.

— Chaque année la zone B perd 10% de sa population, mais accueille 10% de la population de
la zone A et 1% de la population de la zone C.

— Chaque année la zone C perd 2% de sa population.

Au premier janvier 2008, la zone A comptait 5 000 habitants, la zone B en comptait 2 000 et
la zone C en comptait 4 000.

On désigne par a,, b, et ¢, les nombres d’habitants respectifs des zones A, B et C au premier
janvier de I'année 2008 + n. On admettra, pour I’étude mathématique, que les nombres réels
an, b, et ¢, peuvent ne pas étre entiers.

1. On souhaite décrire, avec le modele ci-dessus, ’évolution des trois populations.

(a) Représenter graphiquement, a 1’aide du tableur, ou d’une calculatrice, les suites (a,,),
(bn) et (cp).

(b) Conjecturer le sens de variation et la convergence des suites (a,), (b,) et (c,).

Appeler 'examinateur pour vérification des résultats obtenus et des conjectures.

2. Pour chaque année 2008 + n, soit d,, la différence de population entre les zones A et B.
Conjecturer la nature de la suite (d,,).

Appeler 'examinateur pour une vérification et lui indiquer
les méthodes envisagées pour les démonstrations qui suivent.

3. On se propose de calculer les limites des suites (a,), (b,) et (¢,).
(a) Déterminer I'expression de ¢, et de d,, en fonction de n.
(b) En déduire I'expression de a, et de b, en fonction de n.

(c¢) Déterminer les limites des suites (a,,), (by) et (¢,).

Production demandée
— Une feuille de calcul donnant les valeurs de n et des termes des différentes suites.
— Un graphique représentant les suites (a,), (b,) et (c,).

— Les réponses argumentées aux questions de la Partie 3.
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Proposition de corrigé avec le Classpad

1. D’une année sur Pautre, 90% des habitants de la ville A y restent, et ils sont rejoints par
10% des habitants de la zone B et 1% de ceux de la zone C.
1 1

P tout enti d : 1 il = —p + —b, + —c,.
our tout entier n, on a donc (1) aps1 T —1—10 +1OOC

De méme, d’une année sur autre, 90% des habitants de la zone B y restent, et ils sont
rejoints par 10% des habitants de la zone A et 1% de ceux de la zone C.
9 1
Pour tout enti d 0 (2) bp = —an+ —b, + —c,.
our tout entier n, on a donc (2)  bnt1 T + 10 + 100°

Enfin, d’une année sur l'autre, 98% des habitants de la zone C y restent, et ils ne sont

98

—Cp.

100

Compte tenu des valeurs ag = 5000, by = 2000 et cq = 4000, les relations (1), (2) et (3)
définissent completement les suites (ay,), (b,) et (c,).

rejoints par... personne. Pour tout n, on a donc :  (3) ¢p4q =

Si on somme (1), (2) et (3), on obtient a,41 + bpi1 + Cri1 = ayn + by + ¢, : la population
totale reste donc constante, égale a sa valeur initiale ag + by + co = 11000.

On va illustrer le comportement des suites (a,), (b,) et (¢,) dans 'application
Dans cette application, on sélectionne Récurrence, puis on fait « Edit/Tout effacer ».

On entre les définitions récursives des suites (a,), (b,) et (c,), et leurs valeurs initiales,
comme indiqué figl (utiliser le menu <« n,a, > pour faciliter la saisie).

Avec I'icone [F], on définit ensuite les limites de la table des valeurs. On choisit de calculer
les trente premieres valeurs (donc on entre Début=0 et Fin=29).

On génere la table de valeurs par [El. Ici on a maximisé la fenétre de la table par Resize,
et affiché les quinze premiers termes (fig2), puis les quinze suivants (fig3).

Rappel : pour fixer le nombre de colonnes a afficher (ici quatre) il faut aller dans le menu
< W /Format Graphique/Spécial » et y renseigner < Modéle largeur cellule >.

N Edit Tvpe nsap # iH: W Edit Graphique # [ | e Edit Graphique #
e K ] R T e A [ [ (o] e P
Recurrence | Explicite | -
g. g b c n =1 tln Ch n apm tln LYo
Eara= . B” ﬁ ﬁ q SEEE ZOAR 46867 15 4E75 2970 2954
ap=5@am 2
_ Ybpn . 3
Ebrs= 20 Ny =r
16T 1e 1ew 4
bo=2EEE g
QA3
= += il T
BLCEET-T &
co=4E8@8 9
14
11
12
13
14
i=—
5]
Leg Cplx | [e=g Cplx
figl : définition des suites fig2 : pour 0 <n < 14 fig3 : pour 15 < n < 29
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Nous allons maintenant visualiser graphiquement le comportement des trois suites.

Pour cela, il faut que la fenétre contenant la table des valeurs soit active.

. J R | W Edit Zoom Flnalyse- +* IEII
On utilise [EF] pour définir la fenétre d’affichage. R =D

On choisit l'intervalle [0,29] en abscisse (graduation de 1), 55"3
I'intervalle [2000, 5000] en ordonnée (graduation de 500).

Pour obtenir le tracé, on sélectionne . On peut maximiser
la fenétre par Resize (mais dans ce cas, il faut redéfinir a

nouveau l’échelle en y, ou utiliser un < zoom boite ). 79
e+
Le Classpad utilise de lui-méme des symboles différents pour
qu’on distingue bien les trois suites.
Si on sélectionne < Analyse/Tracé >, on peut alors déplacer
le curseur sur les différents points affichés (déplacements hori-
. . , . =5 ZE+3  an=4183. 6704
zontaux pour suivre une suite donnée, et verticaux pour passer
; N . ) . o lars1=9 ar 18+ 18+ A |
d’une suite a une autre). On voit le résultat ci-contre (ici le
Deg Réel |

curseur est sur le point représentatif de as). figd : tracé des 3 suites

Que ce soit a la lecture de la table des valeurs, ou (plus visuellement) a celle du graphique
ci-dessus, on peut se risquer a quelques conjectures :

— La suite (a,) semble d’abord décroissante puis croissante, et (b,) semble croissante.
Comme elles sont majorées, ces deux suites sont convergentes.
— Les deux suites (a,) et (b,) semblent converger vers une méme limite.

— Lasuite (¢,) tend vers 0 en décroissant (¢a c’est évident depuis le début, car son premier
terme est positif et elle est géométrique de raison g = 0.98)

est tres convaincante.

2. Pour étudier les suites (a,), (b,) et (c,), 'application

On peut cependant également utiliser 'application , qui s’avere méme plus commode

pour étudier la suite de terme général d,, = a,, — b,,.

Reprenons et prolongeons donc 'étude précédente dans I'application
On y crée une nouvelle feuille de travail par < Fich/Nouveau >.

On va calculer les cinquante premieres valeurs des trois suites.

Dans les cellules A1, B1 et C1, on place les valeurs 5000, 2000 et 4000.

On place le curseur sur A2, on choisit la fonction <« Edit/Remplir échelle » et on copie
la formule =(90A1+10B1+C1) /100 sur la plage A2:A50.

Puisqu’il s’agit ici d’adressage relatif, cela signifie que pour tout k de {2,...,50} on place
la formule =(90A [k-1]+10B[k-1]+C[k-1]) /100 dans la cellule A[k].

On se place ensuite sur B2 et (toujours avec < Edit/Remplir échelle »), on copie la
formule =(10A1+90B1+C1) /100 sur la plage B2:B50.

On se place enfin sur C2 et on copie la formule =98C1/100 sur C2:C50.
Ce n’est qu’alors que la feuille de calcul contient réellement les cinquante premiers termes

des trois suites (figh). Ce sont bien les mémes valeurs qu’avec L’examen des derniers
termes acheve de nous convaincre que (a,) et (b,) ont une méme limite (figb).
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Pour former les cinquante premiers termes de la suite de terme général d, = a,, — b,,
on place le curseur sur D1 et (toujours avec la fonction <« Edit/Remplir échelle »!) on
copie la formule =A1-B1 sur D1:D50.

On peut “subodorer” que la suite (d,,) est géométrique. Pour en avoir le coeur net, on se
place sur E2 et on copie la formule =D2/D1 sur E2:E50.

Le résultat est assez clair (fig7) : la suite (d,,) semble géométrique de raison 4/5.

W Fich Edit Graph Action | ¥ Fich Edit Graph Action

[3z] & A= |wlodiin]v|

4552,
4571.
4294,
4o05.
4e26.
443,
EEEER
4677,
45594,
4718,
4726,

W Fich Edit Graph Action

fiz] & Pad =lvlocin]v]

[un]

A Lol P ] Bund Fical ] Bend Bicnl] ] Bcn] fucnl ] )

ol Lualfun] Pualion] fuul Lawl Qun) funtael fun) fual Rae] 001

| D | B ] D] Rad i) ot Ru il e ] f )

=C 10 49498 B49+C490 4 |2

=28 C1/106 X
T2 =920 ] ESH 4756, 76901 )
figl : ag, bg, co — a3, biz,c13  fig2 : jusqu’a agg, bag, Ca9 fig3 : (d,) est géométrique

3. Légalité ¢, 1 = ——c, signifie que la suite (c,) est géométrique de raison —

100 05 03 100°
P . - (_)’n, _ 4 (_)’n,.
our tout entier n, on a donc ¢ 100 Co 000 100
90a,, + 10b,, + ¢, 10a,, + 90b,, n 8d,,
Par différence de a,,1 = On + te et b, 1 = Gn + te onad, 1 =—.
100 100 10

La suite (d,,) est donc géométrique de raison 8/10.

P 8\" 8\n 8\n
Il en résulte d,, = (1—()) dy = (E) (ap — bo) = 3000(1—O> )

On sait que a, + b, = 11000 — ¢,, et on connait ’expression de a,, — b, = d,,.

d, —c, 8 \n 08 \n
1l en résulte : a, = 5500 + TC — 5500 + 1500<E> _ 2000(—) .

100
Cn +d 8 \n 98 \»
De méme b, — _ Gt 1 <_> 9 (_>
e méme b 5500 5500 500 10 000 100
Finalement, on trouve hrf ap = lirf b, = 5500 et lir}rq ¢, = 0.

Vérification utile : la somme de ces trois limites est égale a 11000, valeur constante de la
population totale.

Une derniere remarque : comme on 1’a fait dans ’application on peut afficher le

graphique des valeurs des trois suites dans ’application

I1 suffit pour cela de sélectionner les colonnes A,B.C et de choisir <« Type/Courbe/Groupé > (ou
plus simplement de toucher I'icone avec le stylet).
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