. Epreuve pratique de mathématiques au Bac S . s
t 044 Fiche ¢l
Sujet 0 (expérimentation 2007/2008) 1ehe eleve
Suite définie par une moyenne arithmétique
Enoncé

On considere la suite (u,) définie pour tout n entier strictement positif par :

6 6 w—
n = — 12 22 DY 2 = — k2
u n( +2°+ - +n) " ;;:1

Etude expérimentale

1. A l'aide d’un tableur ou d’une calculatrice, représenter graphiquement les 50 premiers
termes de la suite (u,).

2. Emettre une conjecture sur le type de fonction f telle que, pour tout n entier entre 1 et
50, on ait : u,, = f(n).

Appeler 'examinateur pour exposer votre conjecture
et proposer une méthode pour la préciser.

3. Mettre en place la stratégie validée par 'examinateur et déterminer précisément la fonc-
tion f.

Appeler 'examinateur, lui indiquer la fonction f trouvée
et lui proposer une méthode pour résoudre la question 4.

Démonstrations

4. (a) Démontrer que pour tout n entier naturel non nul, on a u, = f(n) ou f est la
fonction validée par ’examinateur.

(b) En déduire une formule simple donnant la somme des carrés des n premiers entiers
strictement positifs.

Production demandée

— Des explications orales et a ’écran pour les questions 1 a 3;

— Les réponses argumentées a la question 4.
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Proposition de corrigé avec le Classpad

1. ¢ Dans I’application

Suites

On ouvre cette application par un appui du stylet sur 1'icone L dans I'écran d’accueil

du Classpad.
On sélectionne 1'onglet Explicite, puis < Edit/Tout effacer .

On entre la définition de la suite (qui s’écrira ici a,E plutot que u,), comme indiqué figl
(utiliser 'onglet 2D du clavier virtuel pour faciliter la saisie).

On définit la table des valeurs avec ] (fig2 : on calculera donc les 50 premieres valeurs).

On affiche cette table avec [, et on maximise la fenétre avec Resize (fig3).

| N E-:Ilt Graphlc

Hécurrenc.el Explicite |

RarE=5, E (k2]
n k=1 3
ObrE:-[m 4
OcrE:=0O 5
£
7
g
mth [abc [cat | 20 ] [mth [abc [cat [ 20 ]--- 13
IHIEIiIWI'iI?'IsI*IA'IFIEIt *| mfgfifefc]o], [3]als|z]r |+ 11
C ANk | AEEE log | In [ T [[7[e]5]["]= 13
- 5
:I. . 1o SlE(l=]+ xc & -1 ||4 slell=]= 14
g.l:l| 15
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Leg Réel i) Deg Réel o] Deg Réel o]
figl : définir la suite fig2 : définir la table fig3 : afficher la table
[ ¥ Edit Zoom Flnal'_-,lse- * IEII
Pour visualiser graphiquement les termes qui viennent =
d’étre calculés, on active la fenétre qui contient la table | 55*3 X
des valeurs. § ."
Un contact du stylet et de l'icone [ affiche alors le nuage |} -
des points (n, u,) (avec I'icone [#], on obtiendrait un nuage | 20
de points reliés par des segments). ; o 58
On maximise ensuite la fenétre de tracé par un appui sur ;
l'icone Resize. &~
: o
On optimise enfin les intervalles de la fenétre de tracé (a  |f I
la fois en abscisse et en ordonnée) par < Zoom/Auto >, de .u°°°dn
fagon a cadrer au mieux le nuage de points (figd). .|—|
On a vaguement I'impression que les points affichés ici sont ~ [lea Reel ]
répartis sur une parabole (& suivre). figd : affichage des valeurs

calculées dans la table
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© Dans I'application

Tableur

On entre dans cette application par un appui du stylet sur 1’icone
d’accueil du Classpad.

. dans 1’écran

Tableur

On crée une nouvelle feuille de calcul par < Fich/Nouveau >.
On choisit < Edit/Remplir suite » puis on renseigne la fenétre comme indiqué (figh).
Apres validation, les cinquante premieres valeurs apparaissent dans la colonne A (fig6).

Pour visualiser graphiquement les valeurs calculées ici, on sélectionne cette colonne et on
choisit la fonction « Type/Courbe/Groupé > (ou 'icone [e]).

On obtient la encore un nuage de points reliés par des segments (fig7). On obtiendrait
un nuage de points isolés par un appui sur [i#]). On peut également supprimer 'affichage
des segments reliant les points (ou méme 'affichage des points!) dans le menu <« Aff ».

L’affichage est toujours cadré de fagon optimale (méme si on modifie la taille de la fenétre
de tracé par un appui sur Resize).

|
Fimirnurn |1 | -
Fazxirnurmn |5|a | f
E: +
Pas [t | 4800 rs
Csbut ||:|1 | X
f#
[mth [abc [cat | 20 ] El i d
[nefile <ol [Plalel=]e] S
diff | & | int HEEE 15
U | rPr|nce [ 1]2]3][+]-
saolv|[dslv| * | e]. [e]lans * T 4
TRIG | & JorTH] vAR [EXE
Al ] Al & |
figh : définir la suite figb : le résultat colonne A fig7 : afficher le nuage

¢ Dans I'application _

tatistiques

On peut encore définir la suite (u,), en calculer les premieres valeurs (puis afficher ces
valeurs) dans un troisieme environnement du Classpad.

On y entre par un appui du stylet sur I'icone _ dans I’écran d’accueil du Classpad.
On fait place nette par <« Edit/Tout effacer .

Dans la case de la premiere colonne (qui correspond a la liste-systeme 1ist1), on
entre l'expression seq(n,n,1,50) et on valide.

La colonne list1 se remplit alors des entiers 1,2, ..., 50.

Dans la case de la deuxieéme colonne (qui correspond & la liste-systeme 1ist2), on
entre l'expression seq(6/n¥(k~2,k,1,n),n,1,50) et on valide.

La colonne 1ist2 se remplit alors des cinquante premiers termes de la suite (u,,) (fig8).
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On va définir le tracé des couples (n, uy,).
Pour cela, on sélectionne [s] et on renseigne la fenétre comme indiqué (fig9).
Un appui sur [@Li] trace alors le nuage des points (n, u,), avec ici 1 < n < 50 (fig10).

On a ici maximisé la fenétre de tracé par un appui sur Resize, et cadré au mieux le nuage
de points en utilisant la fonction < Zoom/Boite .

¥ Edit Calc DEfinGraph Définivr GraphStat Edf | W Zoom Analwse Calc # IEll
(AP e [ e e g e S 3 el 2 X
listl [listz Jlists |~ Trace: &0 2Mon Se+3 o
i & T H
3|z 15 e . o
3= 28 . Listex: [listl [=] : d:n
gg gg Liztet: [listZ [~ O
= ) 21 - [ ||
BlE 21 Effect: | [*]
ala 1532 Marque: [Carré 1| =1
) ] 198 :
1615 231 -
11]11 276
12112 325
I
e das | ¥alid | |Annul |
1&
1k
— R - )
Cal= seqiE Mz ik 2aky 1, | Cal= seqlE NE k™ 2aky 1y | | |
[eg Auto Standard 1| [eg Auto Standard ] [eg Auto ]
fig8 : les u,, dans list?2 fig9 : définition du tracé fig10 : le nuage de points

2. (et 3.) Les trois méthodes précédentes semblent indiquer qu’il existe une fonction po-

lynéme f, de degré 2, telle que u,, = f(n) pour tout n entier entre 1 et 50.

Dans chacun des trois environnements considérés, on va voir comment deviner et/ou
vérifier que, pour tout n de [1,51] (ou méme pour tout n de N), on a u, = (2n+1)(n+1).

© Dans I’application -

On revient dans I'environnement et a la définition de la suite (u,) (ici a,E).

Suites

Cet environnement ne permet pas de rechercher un ajustement du nuage de points par
une fonction f, mais il dispose de 1’écran d’exécution, accessible par I'icone |zn).

Dans cet écran, on peut faire des calculs sur la suite en cours d’étude.

On voit par exemple (figll) que la variable a,E contient une chaine de caracteéres donnant
I’expression du terme général.

I1 suffit de convertir cette chaine avec strToExp, puis de simplifier le résultat, pour obtenir
une expression symbolique, valable ici pour tout entier n (et pas seulement pour les valeurs
calculées dans la table).

Cet environnement nous dit donc que, pour tout n de N* : w,, = (n+ 1)(2n + 1).

¢ Dans I’application -

Tableur

On revient dans cette application, ol on retrouve le nuage tracé avec 'icone (fig?).

La fonction <« Séries/Barres » permet un affichage différent, sous forme de barres ver-
ticales, qui se révélera ici plus commode (figl2).
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La fonction « Séries/Tendance/Polynomiale/Quadratique >, ou plus simplement l’icone
[, trace alors une courbe d’ajustement des données par une fonction f du second degré.

On peut alors sélectionner la courbe de f (qui ajuste parfaitement les données!) et en lire
'expression dans la barre d’état : f(z) = 22>+ 3z + 1= (20 + 1)(z + 1).

<50, u, = (2n+1)(n +1).

| W Edit nyan ap: 31 Calc IEII | ¥ Edit Aff Type Sérles @ | W Edit AFf Tupe Sérles IEll

"B EC kT Z2a ke Lam" ]
simplify(strToExplaqEs?
(n+l)=(2-n+1)

| [u}
-
Standard R&el Deg i 10| 2ex™2+ 3w+l 10|

figll : calcul exact de u,,  figl2 : affichage sous forme  figl3 : ajustement par un

dans I’application de barres dans

polynome de degré 2

Bien entendu, toujours dans l'application on peut calculer les cinquante premiers

Tableur

termes de la suite de terme général (2n+1)(n+1) et vérifier qu'ils coincident exactement
avec ceux de la suite (u,,) (figld a figl6).

| ¥ Fich Edit Graph Rction

(3] & Pud=|vlooliniv]v]
" T & |

| ¥ Fich Edit Graph Rction

[3z] & = [vlodlinl+]v]
5 5 ¢

[rath [abe [ cae [ 20 2131

[nfefs|nlc>]s [¢ lly]|e|#] =
log | In HEEEE 35
x £ SE |||+ 49

L x 23|+ =@

L ] " ans 4 ':'1
TRIG | CALC |-::-PTH uHH EXE £ R |[E
Bl i Bl & ] Bl

figl4 figlh figl6

La vérification dans sl de 'égalité u,, = (2n + 1)(n + 1), pour 1 < n < 50
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¢ Dans I'application _

Statistiques

On revient dans cette application, ou on retrouve 1’écran affiché fig8.

Parmi toutes les possibilités d’ajustement offertes par le menu <« Calc >, on choisit la
fonction < Rég Quadratique >, et on renseigne la fenétre comme indiqué (figl7).

Le résultat est un ajustement semble-t’il exact (corrélation=1) par f(z) = az? + bz + c,
ota=2b=3,c=1,donc f(z) =22+ 3z +1= 22+ 1)(z + 1) (figly).
Des qu’on valide cette fenétre de résultat, on voit que la colonne 1ist3 est remplie avec

les résidus de l'ajustement (tous égaux a 0, donc 'approximation est en fait une égalité)
et la courbe de régression y = f(x) est tracée en superposition du nuage de points (figl9).

I cCalcul statistique Ed | [EIEFEEE G D IEll
E R&g quadratique i Es] 52 mﬂ@u

W=ge kit X+

Ré&g guadratique
Lister: [li=tl
Liste: [ListZ
Effect: |1
Copier formule:

listl list2  |list3 e

Calcul résiduel - M

24

A G

[ea Auto Standard i [ea Auto Standard o] =g Auto o]
figl7 figl8 fig19

Ajustement par une fonction du second degré dans 'application _«

Démonstrations

4. (a) On prouve 'égalité u, = (2n + 1)(n + 1) par récurrence sur n > 1.
La formule est vraie si n = 3 car u; = 6.

Supposons qu’elle le soit pour un certain entier n > 1. Alors :

6 n+1 6 6
— nil(%(2n+1)(n+1)+(n+1)2)

=n2n+1)+6(n+1)=2n>+Tn+6= (2n+3)(n +2)

Cela prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Conclusion : pour tout n de N*; on a u,, = (2n+ 1)(n + 1).

9 n(n+1)(2n +1)
1 Zk ; .

(b) Il en découle immédiatement : Vn >
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