Sujet 097

Epreuve pratique de mathématiques au Bac S
(expérimentation 2007/2008)

Fiche éleve

Enoncé

Solutions d’'une relation de congruence

Le but du probléeme est de déterminer tous les entiers naturels n vérifiant la propriété & :
< n? + 11 est divisible par n + 11 ».

1. En utilisant un tableur ou une calculatrice déterminer tous les entiers naturels n inférieurs
ou égaux a 121 = 112 vérifiant la propriété 2.

Appeler 'examinateur, lui donner le résultat trouvé et expliquer la méthode utilisée.

2. On se propose, dans cette partie 2., de démontrer que tout entier naturel n vérifiant la
propriété & est inférieur ou égal a 121.

(a) Pour tout n entier naturel, calculer a = n* + 11 — (n + 11)(n — 11).

Appeler I'examinateur, lui donner la valeur trouvée pour a

et lui indiquer la méthode prévue pour résoudre la question 2.(b)

(b) Démontrer que tout n vérifiant la propriété & est inférieur ou égal a 121.

3. Conclure en donnant I’ensemble des entiers naturels vérifiant la propriété .

Production demandée

— Explications orales pour les questions 1. et 2.(a) et 3.;

— Réponse argumentée a la question 2.(b).
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Corrigé

Proposition de corrigé avec le Classpad

1. On peut utiliser plusieurs environnements différents du Classpad pour résoudre ’exercice.

[ ¥ Edit Action Interactif

On ouvre l'application - S R ] s (el I EY

A E:==zeqin,ns @, 1122

On commenee par effacer le contenu actuel de la fenétre O L2 B e Er T e Ty 188
par < Edit/Tout effacer >. A:==E~Z+11

o . . . . 11,12, 15,28, 27,36, 47,6
On définit ensuite la liste E des entiers de 0 & 112 = 121. é:E’ﬂf PSS STy
L’instruction A:=E~2+11 place alors dans A la liste de tous é}jn’.lég’.:;?éf’ 159,16, 17, 1+
les entiers Ay = n2 + 11, avec 0 < n < 121. (B B2y En 129 s 1230 Ba 18 10

. ) . listTaMatiEsR)
De méme, B:=E+11 place dans B la liste de tous les entiers R
b, =n-+11, avec 0 < n < 121. 1 @

oz
L’instruction R:=mod(A,B) place dans R la liste de tous 1 g
les restes r,, = a, mod b, toujours avec 0 < n < 121. 4 1z
. L s 4

Enfin 1istToMat (E,R) renvoie une matrice a 2 colonnes, & 13

dont les 122 lignes sont les couples (n,7,). On la parcourt

. . Alg Standard Cplxy Deg qm]
pour y voir les entiers n tels que r,, = 0 (fig2).

figl : dans 'application

ateractif B steractif i) tteractif i steractif i ateractif B

 Cain | ) Cain |  Cazdnd | Cadnd | Eaind ) Cain |
] 27 38 == & kL 1as 13
a8 18 a: a4 - a7 189 12
9 12 a9 32 I ) 118 11
18 & 48 29 o = 111 18
11 @ 41 28 Se 65 168 112 2
12 17 4z 26 — 161 113 5
12 12 42 24 sa a3 182 114 7
14 7 44 22 - 1683 115 &
15 2 45 28 P 164 116 5
16 24 46 18 61 @ 183 117 4
17 =28 47 16 - 186 115 3
12 16 a2 14 O — 167 119 2
12 12 45 12 64 57 162 126 1
= S BEE =g L3
a1 (=4
plx Deg cm] plx Deg cm] plx Deg an Flx Deg am Flx Deg an plx Deg cm] Pl Deg om]

fig2 : on voit ici les couples (n,7,), et notamment les entiers n tels que r, = 0
A la lecture des résultats ci-dessus, on constate que les entiers n de {0,1,...,121} tels
que n + 11 divise n? + 11 forment la liste {0, 1,11, 22, 33,55, 121}.

Il y a une méthode plus confortable que celle qui consiste a relever un par un, dans la
matrice précédente, les entiers n qui sont solutions du probleme.

Pour cela, on ouvre (depuis une fenétre sur I'application “Statistiques” (icone [EEH]).

Dans cette fenétre, on fait place nette par <« Edit/Tout effacer .
Dans le haut de la premiere colonne (a la place 1ist1), on entre le nom E.
De méme, on remplace 1ist2 par R.

Les deux premieres colonnes affichent alors respectivement les débuts de la liste E des
entiers n de 0 a 121 et de la liste R des restes r, (fig3).

On peut maximiser la fenétre “statistiques” par un appui du stylet sur Resize (fig4).

On va maintenant trier la colonne R selon les valeurs croissantes de r,,, et bien stir conserver
la synchronisation entre les valeurs de n et de r,.
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On sélectionne donc l'icone [24 (ou la fonction « Edit/Tri croissant »).

Le Classpad nous demande combien de listes on veut trier (on répond 2), puis quelle est
la liste de base (dans le menu déroulant des variables de liste on choisit R) et quelle est
la seconde liste (dans le méme menu, on choisit E).

On obtient alors le tri souhaité, basé sur les valeurs croissantes de r,, (figh).

L’examen des premieres lignes du tableau trié montre a nouveau que les entiers n de
{0,1,...,121} vérifiant la propriété & sont 0,1, 11,22,33,55 et 121.

W Edit Calc D&finGraph [ W Edit Calc D&finGraph [ | ¥ Edit Calc D&finGraph IEII
--E@IEEEE]-II S+ S B iEh[EL S+ S B iEh B
s E ] list3 e E F list3 e
116 5 1 5] 1 5]
i . e
112 2 4/3 & 4|55 B
el NI = of
128 1 e 13 7l ]
| 121 &8 | 27 = 21128 1
0 a8 TP
E R lists |= 1if1@ & 11f119 =z
1 5] 12111 5] 12115 2
2 5] 13112 17 131118 ]
32 2 14|13 12 14|32 3
4{3 & 15|14 7 1521 B
o 12 16|15 2 16117 4
Calk - Calk
1 3 [ e
Deqg Auto Standard [{m] Deg Auto Standard o] Deg Auto Standard o]
fig3 : E et R dans _«=-_ figd : apres un Resize figh : apres un tri croissant

Nous allons maintenant retrouver ces résultats dans I’application “Tableur”.

On entre dans cette application par un appui du stylet sur l'icone » dans l’écran

d’accueil du Classpad.

On crée une nouvelle feuille de calcul par < Fich/Nouveau >.
On choisit < Edit/Remplir suite > puis on renseigne la fenétre comme indiqué (fig6).
Apres validation, les entiers de 0 a 121 apparaissent dans la colonne A.

On place ensuite le curseur sur la cellule B1. On choisit < Edit/Remplir échelle > et
on renseigne la fenétre comme indiqué (fig7).

Ainsi on copie la formule =mod (A1°2+11,A1+11) de B1 jusqu’a B122.

Comme il s’agit d’adressage relatif, cela signifie qu'on place =mod (A [k] “2+11,A[k]+11)
dans la cellule B[k], pour 1 < k£ < 122. On voit le résultat (fig8).

On choisit la fonction < Edit/Trier » et on renseigne la fenétre comme indiqué (fig9).

On obtient alors un tableau trié suivant les valeurs croissantes de la colonne B (c’est-a-dire
suivant les restes r,, croissants).

Le résultat est tres proche de celui obtenu dans I'application _ _, & ceci pres (et c’est
mieux ici) que les valeurs de lentier n qui correspondent a un méme reste rn (et en
particulier les premieres, qui correspondent a un reste 7, nul!) apparaissent triées elles
aussi dans l'ordre croissant.
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] “ Fich Edit Graph Action ¥ “ Fich Edit Graph Action
[ E=Pr- |n ||| B E R G E EE EEE D O S B E= T O
I"'lar' [ | F | » | B | & H2 Fi ! o
B Finirnum ||a | Remplir échelle EE! 1
g [Mazximum [121 | Formule [=modcAl™z+11, |F ‘:
BEE [1 | Echelle [B1:E122 | )
R o i I | GG
[ J[Annul] i [T T
[rrith |abe | cat | 20 |CAEIE]|  [mth|=bc | cat | 20 |CEIEIE]| (B
Inlﬂltlml'il?'lsl*lflflzlt #| mlefiln]c]s], ] |alyl|e|+] 2
log | 1In : 219" = log | In : 29 ™= 1z
=2 | &* S(el|l®]|+ w2 | &* S(e||l=]+ 13
i + 212+ L + 21210+]-
L ] : E ||ans L ] : .| E||ans
TRIG |I:FILl:|0F'TN uHH EXE TRIG |I:F|LE|OF'TN YAR |EXE =mod{AL1~2+11,A1+113
Al o] Bl o] Bl @ qin|
figb : définition de la suite fig7 : le calcul des restes fig8 : affichage des deux
{0,1,...,121} (n? +11) mod (n + 11) colonnes n et r,
On retrouve donc (pour la troisieme fois!) que les entiers n de {0,1,...,121} vérifiant la

propriété &2 sont 0,1,11,22,33,55 et 121.

' x| | i i ion fE)| | % Edit Action Interactif i
| E=hetle AL:E122 "5z s S R o] e e R Y
Colonne : : delvar n —
®Croissant i ¢ I done
E ar=n"2+11-{n+1136n—113
2 n2—{r110- (117411
a a:=expandial
] 132
g factorial
T 223411
= n]
z
z
z
3
3
widr [MATH|ESPACE [SMELJEXE =rnod¢A1~2+11, A1+113 -
El B sam| El B s Ala Standard Cplx Deg dml
fig9 : définition de la zone  figl0 : tableau trié suivant figll : un tout petit peu
et de la clef de tri les restes r,, croissants de calcul formel

2. Bien siir, a = 132. Soit n dans N, vérifiant &2 : Jq, € N, n2 + 11 = (n + 11)g,.
On en déduit a = (n+ 11)¢, — (n + 11)(n — 11) donc 132 = (n + 11)(g, — n + 11).
Ainsi n + 11 divise 132. Il en découle 11 <n + 11 < 132 donc 0 < n < 121.
Réciproquement, on sait que lesn de {0, 1,...,121} vérifiant & sont 0, 1, 11, 22, 33, 55, 121.
On a donc trouvé I'ensemble ezact des entiers naturels n qui vérifient Z.

Remarque : on pouvait noter que les diviseurs de @ = 132 = 22 x 3 x 11 sont les 2°3¢11¢
avec b € {0,1,2}, c € {0,1} et d € {0, 1}, c’est-a-dire 1,2,3,4,6,11,12,22,44, 66, 132.

On a donc n+ 11 € {11,12,22,44, 66,132} et on retrouve n € {0, 1, 11,22, 33,55,121}.
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