« Oral 2 » du Capes Externe de Mathématiques (13 Juillet 2005) Enoncé

Theme : Suites
Approximation d’un réel a ’aide de suite

Cet énoncé est celui de la deuxieme épreuve orale (épreuve sur dossier) du Capes Externe de
mathématiques, proposé aux candidat(e)s le 13 Juillet 2005.

Pour consulter les archives de cette épreuve orale, depuis la session 2005, on se reportera au
site officiel du jury, a I'adresse http://capes-math.org/

1. L’exercice proposé au candidat

1n 1
1. On considere les réels I, = - el =t dt pour tout n entier non nul et Iy = / el 7t dt.
o T 0

(a) Calculer I et I;.

(b) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel non

nul,ona: /I, — I, 1 =——

n!
p=n ]
(¢) En déduire que pour tout entier naturel n on a: I,, = e — —
p=0 b:
. 1
2. (a) Montrer que pour tout entier naturel non nul, 0 < I,, < -
n!

(b) En déduire la limite de la suite (I,,) et un encadrement de e.

2. Le travail demandé au candidat

En aucun cas, le candidat ne doit rédiger sur sa fiche sa solution de I’exercice. Celle-ci pourra
néanmoins lui étre demandée partiellement ou en totalité lors de 'entretien avec le jury

Apres avoir résolu et analysé ’exercice le candidat rédigera sur sa fiche les réponses
aux questions suivantes :

1. Dégager les méthodes utilisées dans cet exercice.

2. Proposer un ou plusieurs exercices permettant ’approximation d’un nombre réel par une
suite.
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Proposition de corrigé avec le Classpad 300
I. L’exercice proposé au candidat

1 1
1. (a) On a directement Iy = / el~tdt = [—elf"} =e— 1.
0 0

Une intégration par parties (en dérivant ¢, et en primitivant e!~*) donne :

1 1 1
Ilz/tel—tdt: [—tel—t] —i—/el_tdt:—l—i—loze—z
0 0 0

Soit n un entier naturel non nul. On integre [,, par parties, en notant que la dérivée
n n—1

detH—estth,

n!
n n 1 n—1
-t = [—t_elt}l+/ LA
o n! n! o Jo (n—1)!

On a donc bien obtenu la relation I,, — I,,_1 = —

et qu'une primitive de ¢ — e~ est t — —e!7 :

1
I, = el=tdt = —— + 1,1
n!

—» pour tout 7 de N*.
On additionne membre & membre les égalités (E,) :

no1 no1 no1
Ontrouve_fn—_fg:—Z—'donc]n:IO Z—'—e—Z—',

p=1D" p=0

pour tout n = 1.

NB : 'expression obtenue pour I, est encore Valable sin=0.
2. (a) On se donne n dans N*.
1
. t s . o
On a bien str I, = / —e!7tdt > 0 (on integre une fonction positive sur [0, 1]).
0 n!
Par ailleurs on a t" < t sur [0, 1], et on sait (tout de méme) que e < 3.
1
. I e—2 1
On en déduit : I, < tel=tdt, c’est-a-dire I, L donc I, < < —.
n! 0 n! n! n!
(b) L’encadrement précédent donne lirf I, =0.
n—-r-oo
B ‘ i i if  iE
p=n ] 1 _
Avec (1¢),(2a) ona:0<e— ). 5 < e T el T L i I X
p=0 p: n.: 1 a
: 1 -
Ainsi, pour tout entier n > 1, on a ’encadrement : Define 1'5n3'=ﬁjtn€1 Tt
p=n 1 p=n 1 1 done
S <e< ) 5+ C10EY, 10103
p=0 P p=0P: T te-1,e-2}
expand (I
Comme on le voit ci-contre, tout ¢a ne pose pas de o3
s Z
probleme au Classpad. expand¢IC3))
On a d’abord définit I comme une fonction de n. E-%
) , s CIC33)
On a ensuite calculé les premieres valeurs de I,,, de facon =pPreE A AS161516179
exacte ou approchée. approxilidas
9. 948495126¢ -3 =)
NB : on se reportera au corrigé de I’épreuve du 02/07/05 FTlg oo T Feclfad o

pour des prolongements sur un exercice analogue.

figl : intégrales I,
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II. Approximations de In(2) par des suites

Dans cette partie, on va s’intéresser a plusieurs approximations du réel In(2) par des suites.

Le lecteur curieux d’en savoir plus (et peut-étre méme de tout savoir) sur le sujet pourra
consulter avec profit ce qui est consacré a In(2) sur la page

http://numbers.computation.free.fr/Constants/Log2/log2.html

1. Premiére méthode (convergence lente)

2n 1 1 1 1
Pour tout n de N* =S - = T '
our tout n de , Ol POSE u. k:n+1/{: n+1+n+2+ _|_2n
. n (=1t 11 (—1)!
€ meme on pose v ];:1 2 5 + 3 + "

1 1
a) Pour tout x de R, montrer que 7 <In(z+1) —In(z) < =

b) Encadrer la somme u,, et en déduire lim u, = In2.
n—-+o0o

¢) Montrer que u,, = vy, pour tout n de N*, et en déduire lir}rl v, = In 2.
n—-+oo

d) On veut retrouver la limite de la suite (v,), mais directement.

n

1+1

1
Montrer que v, = In(2) — (=1)"J,, avec J,, = / dt, et conclure.
0

Voici un corrigé de cet exercice

a) Soit z un réel strictement positif fixé. On a : In(z + 1) — In(z) = / -
1 1
La double inégalité 1 < n < —, valable pour tout ¢ de [z,z + 1], fournit alors le
x x

résultat attendu par intégration terme a terme, det =x at=x + 1.

[ ¥ Edit Action Interactif

Le Classpad permet de confirmer ce résultat, mais par des EH T T L =

Lefine fixi=lndx+li-1lnox) [=

études de fonctions (fig2).

done
. 1
On définit pour cela f(z) = In(z + 1) — In(x). Define gtzi=flxi-—17
1 1 done
On pose ensuite g(z) = f(z) — o et h(x) = i f(x). Define h(x)=%—f'ﬁx3
done

On constate que les applications g et h sont strictement {iligcx:-j,iih-:xbj}
décroissantes sur RT* (dérivées négatives). . b

-1 -1
. . ) {x-(x+1)2, xz-(x+1)}
On voit aussi qu’elles tendent vers 0 en +oo. { i ot s T (s
Elles restent donc positives sur R**, =l =l (.83
1 o §
Ainsi . < In(z + 1) — In(z) < — pour tout z > 0. -
x x

Ala Standard REel Fad qm]

fig2 : études de fonctions
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1
b) Considérons 'encadrement <ln(k+1) —In(k) < o valable pour tout k& dans N*.
1
On en déduit : In(k + 1) — In(k) < % < In(k) — In(k — 1) pour tout entier k > 2
Soit n dans N*. On ajoute ces inégalités, membre & membre, de k =n+1(>2) a k = 2n.

2n+1
n+1

On obtient In(2n 4+ 1) —In(n + 1) < u, < In(2n) — In(n), donc : In
2n +1

< u, < In(2).

Or lim In = In(2), donc lim w, = In(2).

n—-+00 n+1 n—+00
Avec le Classpad, on passe dans 'application «&#-(o EE i [Ealede ] [
bien sur utiliser les applications ooy =
Define ulina= _E [E]
On définit donc la suite n — u(n). L e

Loe . . . sequinlsny 1,32
On a calculé ici les cinq premiers termes de fagon exacte. 1 7 37 533 1627

On a ensuite calculé les valeurs approchés de wuyq, w100 €t U1000- ||lapproxcinizss

. B. 6931471566
On peut comparer ces valeurs a In(2) et constater que la |lappraxtutims

convergence est tres lente. Par exemple wuy9p9 est une valeur 8. EEETTl4R2

, N 4 R , approzCUt1@E )
approché de In(2) a 2.5 - 10~ pres par défaut. 8. E9BE534305
approxCuc 1888
C’est conforme (on ne pouvait guére attendre mieux) a I’en- 2 . 6925572431
n —an=

cadrement obtenu pour u, dans cette question. En effet :

2. 499375865 -4 %
2n + 1 5
_ (1 +

) N i quand n — oo Ala  Standard Reel Rad oy
2n fig3 : la suite (uy,)

n+1

¢) On va montrer que la suite de terme général w,, = u,, — vy, est constante, égale a 0.

Pour tout n de N*, on a w11 — w, = Upy1 — Uy — (Vant2 — Vo).

Mai n42 1 % 1 1 n 1 1 1 1
als Upy1 — Up = - — iy _ — _ _
i potok WSk 2n+1 0 2(n+1) n+1 2n+1 2n+1)
2n+2 (_1)k-1 2n (1)1 1 1
De méme vo, 19 — Voy = . =V > (=D _

=k =k 2n+1 2n+2

On obtient donc wy,4+; — w,, = 0, pour tout n de N* : la suite (w,),>1 est constante.

Oru, =v, = 3 donc w; = 0. On a donc w,, = 0 pour tout n de N*.

Ainsi, pour tout n > 1, on a vy, = u,. On en déduit bien stur lim vy, = In(2).
n—-+o0o

On a vg,y1 = V9, + donc lim vg,41 = In(2). Finalement : lim v, = In(2).

2n+1 n—+00 n——+00

Voici trois copies d’écran obtenues sur le Classpad :
e,

rincipals |

— fig4 : on définit la suite (v, ),>1 dans I'application - On calcule la valeur exacte des

six premiers termes. On vérifie ensuite 1’égalité un = Vg, pour 1 < n < 5.

— figb : Toujours dans - on a représenté graphiquement les 15 premiers termes des
suites vg, et vg,41, visiblement adjacentes, de limite commune In(2).

Suites
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W Edit Action Interactit (! W Edit Graphiqus # IEII | “ Edit Zn:n:rm FII'IEI].'_-.-'SE' * IEII
N ] T L e N 5 O P Pl R ] ]

n I:—l:lk_l - Récurrence Explicite |
Define wini= E [—]

= e EanE=w(Z-n]

EbrRE=w(Z2-n+1)
daore OcrE- O
seq{u{n},n, 1.62

{ 5 T 47 37
1:‘!

1276l Ed

seqliulin},n, 1452

1 7 37 533 1627
212" el 540 ' Z5zA
ZeqiuiZnd nsl 50 __n___ ans - abggaa
1 7 37 333 1827 . . 55
5'12'6@’ 548" 2508 H,5922 a.7233

B.6lat A. 7595
B.6345 A. 7456
B. 54558 6. TI6D

[mm]
LA TR o]

Fs

N

Se-1  anE=@. 645634

|anE wi(Zend
Alg Standard Réel Rad qm] Rad Reel | Fad Reel @I
figd : la suite (vy,) figh : les vy, et les vo,1q figh : deux suites adjacentes

1 1
d) 11 suffit de remarquer que z est la valeur de l'intégrale / th=1dt pour k > 1
0
Pour tout n de N*, on a donc :

U :;131(_1;_1 :k;( 1)k~ /Olt“dtz/ol(é(—t)’”) dtz/ol#dt

1 dt 1 "
= — = (=)"J, =In(2) — (—-1)"J, avec J,, = dt
[ =) = (g avee = [
4 1 [ ¥ Edit Action Interactif 3
On a0 <~ <" sur [0,1] done 0 < J, < / . o e bl e] ]
: 1 " . % TR =
Autrement dit 0 < J,, < o befine wins= & |
s 1. . . dore
On en déduit lim J, =0 donc lim v, = In(2). 1
n—-+o0o n—-+oo . £
[=fine J':n:l=jmdt
L’égalité u, = vs, redonne évidemment lilJTrl u, = In(2) (on &
n—-roo d
aurait donc pu inverser 'ordre des questions de 'exercice et |lseqtwinisna 1,63 e
Atudi i 1 5 7 47 a7
commencer par é¢tudier la suite (v, )n>1)- {1, 2.2, L. 22
Sur le Classpad, on rappelle (fig7) la définition de la suite |[F=3l0%2:~ {51};”*;'{?”:'5;"
(Un)n>1, puis on définit la suite (J,)n>1. {1’ S'E'12'66 50
On vérifie ensuite que v, = In(2) — (—1)"J, pour 1 < n < 6. L
Alg Standard Réel Rad qm]

fig7 : v, = In(2) — (-1)"J,

On va maintenant voir une deuxieme méthode, conduisant a des suites convergeant beaucoup
plus rapidement vers In(2). Cette méthode dépasse sans doute I'esprit de 'épreuve « Oral2 »,
mais les techniques utilisées seront utiles a 1’écrit ou pour la premiere épreuve orale du Capes.
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2. Deuxiéme méthode (convergence plus rapide)

Pour tout x de |—1, 1] et tout

n de N, on pose Kn(:c):/ -t dt
trd o

T
—1 k

On pose également s, (x) =
k

a) Calculer Ky(z) et Ky(z).

pout tout n > 1.

xn

b) Pour tout n de N*, et pour tout x de |—1, 1], montrer que K, (z) = K,_1(z) — —.
n

¢) En déduire que s,(z) = —In(1 — z) — K, (z) (pour —1 < 2 < 1 et n dans N*).
|:E|n+1

et en déduire lim s,(z) = —In(1—x).

d) Montrer qu’on a la majoration | K, (z)| <
1-— |l‘| n—-+00

e) Retrouver le résultat précédent, plus rapidement, en étudiant v, : x +— s,(z) +In(1 — ).

f) En déduire In(2) = lirf > ok et un majorant de l'erreur commise au rang n.

1.1 n g
g) Pour—1<l’<1am0ntfer¢§1n1ji:ngrfm,;)2xk+l

et majorer l'erreur au rang n.

2 2 1
h) En déduire In(2) = nginoo 3 k;go kT Do et majorer l'erreur commise au rang n.

Voici un corrigé de cet exercice

Todt x
a) Ona Ky(z)= | —— = [— In(1 — t)} =—1In(1—2x).
0o 1—1 0
[ ¥ Edit Action Interactif (&
Y s Ly S RS R T 7 2
= A T ame -
. _ [ Cemtd
z dt Defime K(n,x)—f—“_t)nﬂ
o o de A
Ainsi Kq(z) = (x 1)/0 T + Ko(x). e
x Y KoByx)
Or/ EL e . (1)
— 2 _ _ — Kilaxd
o (1—1) 1—tlo 1—2 1—x A ]
On en déduit Ky(z) = —x — In(1 — z). SimpLify (K (200
Remarque : on peut aussi intégrer K;(x) par parties (voir —5nl 1]}
questiOn Suivante). simplifw (kK {3, x22 =01
=3 a2 (s
Sur le Classpad (fig8) on définit K (n,x) et on calcule K,(x) F oz T
pour 0 < n < 3. On voit comment spécifier x < 1 et comment . -
cette clause est prise en compte dans “In(|z — 1])”. Alg  Standard Reel Rad dm

fig8 : les intégrales K, (z)

b) On effectue une intégration par parties, en notant que la dérivée de t — (x — t)" est

1
t— —n(l’ — t)n_l et qu’une prlmltlve de t — m est t — m

Ainsi, pour tout n > 1 :

ot [ [ P

L—t)nt 7 [n(l—t)n (1—t)n
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p
¢) On ajoute les égalités K,(x) = oy K,
p

- Z . T Ho(@) = —sn(2)

Ainsi, pour tout n de N* et tout = de |—

On obtient K, (z)

p(t)"
1t

donc ¢ est strictement décroissante.

d)

Soit z fixé dans |—1, 1[. On peut écrire K, (z) = /
r—1 ’
(t—1)
Or ¢(0) = z et p(x) = 0. On en déduit |p(t)] <

1
—t<

On a ¢/'(t) =

1

D’autre part, toujours sur [0, z], on a 0 < Tl
— |z

/IM =™

1—t | S 1—|z
Puisque |z| < 1, il en découle lim K, (z

n—-+00

n+1

Ainsi |K,(z)| = (pour n >

n—-+o00

L I—a" 1

—In(1 — x).
1,1[,on a: s,(x) =

dt avec ¢(t) =

) =0donc lim s,(x)=

1(r)dep=T1lap=n.

—In(1 —2) — K,(x).

t—=x
t—1

|z| pour ¢ dans [0, z].

let —1<x<1).

—In(1 — x).

xn

P < 1’ / — . k-1 _ —
our x on a ), (z) kglx =15

Puisque ¢,(0) = 0, on en déduit : ¢, (z / (¢

Ainsi, pour z < 1 et n dans N*, on a s, (z) = —1

| |n+1

<

On a immédiatement |L,(z)| < -
— |z

Au vu de ce qui précede, on a K,,(z) = L,(z) donc K, (x) = / (
0

NB : on peut prouverK,(z)

1l—x

—/ x
n(1—2)— Ly, (z) avec Ly (z) = /0

et on conclut comme précédemment.

11—
tn/

dt.
1—t

tn

x—t)"dt
(1 —¢)ntt

tTL

:/0‘”

-1
= L,(z) en posant u = % dans K, (z).

dt.

1-t

dt.

1-1¢

On voit ci-dessous (figd) comment définir et calculer les intégrales L, (z) avec le Classpad.

~ Edit Action Interactif iz} i i if iR} \ ¢ Edit Action Interactif iz
I e e HL S [ R O e e e L | R R R ] e e I EY
- mn k - L 1 —
; _[t™ Define Sth,xi= £ [x_] Define tiny== = [ ———»
Define L(n,x)—fl_tdt : - k 3 k=i ot
A done done
dane SC18, xr+L (18, x) teny
L@y =1n[ |x-1] ) r
—In( |=-1]] =eqCs (s 1,2y Fis 1550 20 = [—]
L3y 15 2 131 g6l k=@l 9k (2. k+1)
_xa—ﬁ—lnﬂx—ﬂ]—x Z'53' 192" 96 3
k] 2 approxClntzi seqitinlsnyla32
Lidyxd [x41 B. 5931471806 S 842 53956
L B B EPProx(sCl8,1./200 81" 1z15" 76545
—_ = w=1rl—x+17 A. E93RE43562 approxllnC2a )
R aRRro(s(33,1/20) B.6931471565
SImpLT ' P . 8. 6931471506 APPFOXCEC 1@ )
O [u] B.6921471886
L L 0 ]
- b d ha
Ala Standard Réel Rad qm] Ala Standard Féel Rad qm] Ala Standard Réel Rad qm]

1
fig9 : les intégrales L,(z)  figl0 : la suite n — s(n, 5)

figll

: la suite n — ¢,
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1 1 noo]
f) Avec x = 5> on trouve —In(1 —z) =In(2) = lim sn<§> = lim ) —

n—-+00 n—+00 . — 1/€2k
D'apits ce qui préeede |12 — 3= 1| — |1, ()] < 2
apres ce qui precede |In 2 — — | = nl| = —.
p qui p 2 Tk 5)| < o

La convergence a donc ici un caractere géométrique (plus rapide que dans Iexercice 1).
..

On voit (figl0) comment définir la suite n +— s,(z) dans I'application

1
On y calcule de facon exacte les 5 premiers termes de la suite n — «,, = s, (5)

On voit surtout qu’elle converge vers In 2 beaucoup plus rapidement que ne le faisait la
suite (u,,) de la premiere méthode. En effet, les dix décimales sont stabilisées des ags.

g) Pour tout m de N*; ona —In(1—=x) = s,,(z)+ Ly, (x) donc In(142) = —s,,(—2) — Ly (—2).

1.1 — — L — L. (—
Par demi-somme : —In . T2 = Sm () ;m( z) + m(2) 5 m( x)
—x

Il est clair que Sm () —2sm(—x) est la partie impaire de la somme s,,(z) = > %
k=1
_ n Qk‘—‘rl
Posons m = 2n + 1. Alors 5m(®) ;m( ?) Z SR
, . [
D’autre part |L,,(x)| et |L,,(—z)| sont tous deux majorés par 7]
— |z
1 1 n 2k+1 2n+2
Ainsi — In T lim < et 1’ erreur au rang n est majorée par =]
21— nteofp2k+1 1 —[z]
1 1
h) Avec z = =, on aln Tr_ In(2).
3 1—x
On en déduit In(2) = lim ¢ R
n en déduit In(2) = lim ¢,, avec t,, = =
n—-—+o0o m " 3 k=0 (2]{3 + 1)9k
2 & 1 2 |z*"+? 1
U jorant de |In(2) — = > ————| est ————
n majorant de |In(2) 32 2E L) est —— 2 S

On voit (figll) la définition de la suite n +— t,, dans I'application P

On a la confirmation que la suite (t,) converge vers In(2) tres (tres) rapidement puisque
des tig toutes les décimales sont stabilisées.
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