« Oral 2 » du Capes Externe de Mathématiques (26 Juin 2005) Enoncé

Theme : Intégration

Cet énoncé est tiré de 'exercice-jury proposé aux candidat(e)s le 26 Juin 2005, lors de la
deuxiéme épreuve orale (épreuve sur dossier) du Capes Externe de mathématiques.

Pour obtenir I’énoncé exact (ainsi que la production demandée au candidat), on se reportera
au site officiel du jury, a 'adresse http://capes-math.org/

L’exercice proposé au candidat

On se propose de calculer, avec les moyens a la disposition d’un éleve de Terminale S, la valeur

exacte de :
|
z:/ at
o 1412

|
[(at):/ 5 dt
o 1+t

On pose pour tout réel x de [0, 1] :

1. Montrer que la fonction z — I(x) est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée I'.

2. Pour tout x de [O, ﬂ, on pose : F(z) = I(tan(z)).

(a) Montrer que F est dérivable sur [O, ﬂ et calculer F'(x).

b) Montrer que, pour tout x de |0, il ,ona F(r)=u=.
4

3. En déduire la valeur de I.
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« Oral 2 » du Capes Externe de Mathématiques (26 Juin 2005) Corrigé

Proposition de corrigé avec le Classpad 300

Corrigé de ’exercice

1
1. L’application f : z +— 1 > est définie et continue sur R.

+
L’application = — I(x) est donc définie sur R : plus précisément, elle est la primitive de
f qui s’annule a l'origine.

Elle est donc dérivable sur R et, pour tout z de R : I'(z) = f(x) =

1+a2%
2. (a) L’application F' : x — F(x) = I(tanx) est dérivable sur J = [O, ﬂ en tant que
composée de fonctions dérivables.

1
Pour tout & de J F'(z) = tan'(x) I'(tanx) = (1 + tan® 1) ———— = 1
our tout = de J, on a F'(x) = tan’(x) I'(tanz) = (1 + tan x)1+tan2x

(b) D’apres ce qui précede, il existe zo dans R tel que : Va € J, F(z) =z — x.

Or F(0) = 1(0) = 0. Il en résulte F(xz) = x pour tout x de J = [0, %]

3. Puisque tan% =l,onal=1I(1)= F(%) Il en résulte I = %

Plus loin avec le Classpad 300

Evidemment, le calcul direct de I ne pose pas le moindre probleme au Classpad (figl).
Comme le demande 1’énoncé, on définit la fonction I (fig2).

On vérifie bien sur que sa dérivée est I’application = +— T3 22 et que 1(0) =0et I(1) = —
Plus généralement le Classpad connait Uexpression I(z) = tan™!(z) pour tout = de R.

Ici tan~! est I'application plus connue sous le nom arctan (arc tangente), définie sur R, et qui

T
est la bijection réciproque de la restriction a ] 55 [ de 'application = — tanx.

2
T T
On voit (fig3) les courbes y = tanz (en pointillés) et y = arctan z sur 'intervalle ] 575 [
“r Edit Action Interactif (x: “r Edit Action Interactif (x: ¥ Edit Zoom Analvse IEI
O ] T A Y O ] T i (S o] i Y T (5] [T
1 - x -
1 1
I:=f 2-:|t define I(xi= j\ 5 dt
q 1+t q 1+t
n done
4 d
0 it 1ex2)
i 1 1
241 -1
[tk [abe [cat [ 20 |EEE] e <
PPl I DLl |, :
= [ [ |TelITE n
Sle||=|+
| . 1':'ng| El
| 1 z[3|[+]-]| |frea ;
|l|| {}l{}l{ e |lans tanilx] : -3
CALC | TRAMS '-.-'FIH ExE 0 - | |
Alg Standard Reéel Rad gmy] Alg Standard Reéel Rad gmy] Rad Reel g
figl : le calcul de I fig2 : la fonction I(z) fig3 : x — tanz, x — arctanz
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Comme le demande ’énoncé (question 2), on définit F': z — I(tan(x)) (voir figd).
Compte tenu de ce qui précede, il est normal que le Classpad évalue F'(z) en tan™!(tan ).
I1 est également normal qu’il ne simplifie pas cette expression! (a suivre)

En revanche le Classpad simplifie automatiquement expression tan(/(z)) en = (figd) et la
encore, comme on le verra un peu plus loin, ¢’est normal !

Mais reprenons tout cela, pour y voir un peu plus clair...
1

L’application x — I(z) est dérivable sur R, de dérivée I'(x) = T
x
T
L’application x +— tan x est définie (et dérivable) pour x # 5 mod 27, ¢’est-a-dire sur la réunion

2 des intervalles J, = |—— + km, — + kw|, avec k dans Z.

Par composition, I'application x — F(x) = I(tanz) est elleeméme définie et dérivable sur .

1
Pour tout = de 2, on a F'(z) = tan’(z) I'(tanz) = (1 + tan? m)ﬁ =1
an? z

Sur chaque intervalle Ji, les applications x — F(x) et x — z ont la méme dérivée, donc
different d’une constante xy, :

VkeZ, o, e R, YV € Jy, F(x) =2 —xp
Mais il est clair que F(km) = I(tankm) = I(0) = 0. On en déduit z; = k.

Conclusion : Vk € Z, VxEJk:}—i—l—km +k:7r[ F(x) =z — kn.

)

T
En particulier, on retrouve le fait que F'(z) = x pour tout = de } 55 [

v Edit Action Interactif & v Edit Action Interactif X W Edit Zoom Analyse # IEII
S ] e A P ] ] T e P i () ] e Y M =]
define Flxi=Ittani(zid allFCkEr - Feuillel [FeuilleZz [Feuille 4 [ ¥
done tan-i(tanlk-m1) Eyl=Flx) — =
Fex seqtFik¥mi ks —4542 Ow2:0
tan-j":tal-l[:x:l:] {E,E,E,E,E,E,E,E,E} D':,IS: O
simplifwCF e Ficonstrl 1 #m) Owd:- 0
tan-itanlx]) & Ov5:-0
tan(I{=ad limtF (el x, mi2n Ow&:0
x Undefined Owy:=0
d UrCFCed s mA2y—10 Lwg: [
Z(Fixd) PERTL =
X
1 2
O limmtFoxmdyxams 2y 12 / / &
= —&
2
u]
-3
- - | | ﬁ
Alg Standard Réel Rad g Alg Standard Réel Rad ] Rad Réesl =TT
figd : la fonction F'(x) figh : propriétés de F figh : tracé de F

Remarque : ce serait une grave erreur de penser que du fait que F’(x) = 1 sur son domaine &,
alors F(xz) =z — XA sur Z (avec A un réel fixé). Ce genre de raisonnement n’est en effet valable
que sur un intervalle, et & est une réunion d’intervalles disjoints.
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On voit (figh) comment le Classpad permet d’étudier certaines propriétés de F :

— L’expression F'(km) n’est pas simplifiée car rien ne dit ici que k soit un entier.

— En revanche, on vérifie que F(kmw) = 0 pour k entier dans {—4,---,4} par exemple.

— Pour le Classpad, les expressions constn(m) (avec m entier) désignent des constantes entieres
arbitraires. C’est pourquoi F'(constn(1)m) est ici simplifié en 0.

— Le calcul de la limite de F' en g ne donne rien car cette limite n’est pas définie.

— En revanche, on peut calculer les limites de F' a gauche et a droite en ce point.

On pouvait retrouver l'expression de F'(x) de fagon légerement différente (sans utiliser de

dérivation, mais avec un argument de périodicité), a condition de connaitre la définition de

I'application arctan (arc tangente).

Rappelons en effet que = — I(x) (définie et dérivable sur R) est I'application arctan (encore
T

notée tan~!), bijection réciproque de la restriction a ] 53 [ de x — tanz.

En particulier :

— Pour tout = de R, on a tan(/(z)) = tan(arctanx)) = x.

Cela explique que le Classpad ait simplifié en = I’expression tan(I(x)) (voir fig4).

— Pour tout = de ] —g, g [, F(z) = I(tanx) = arctan(tanz) = x.
Mais I'application F est définie (on 'a vu) sur 2 = (J Ji ou Ji = —g + km, g + km [
kEZ

De plus, tout comme 'application z — tanz, elle est m-périodique.

Il en découle immédiatement :

VkeZ Nx € Jy, Flx)=F(x—kn)=x—kr (car—g<x—k:7r<g).

On voit (fig6) le tracé de la courbe de F' (ici sur [—6, 6] et dans un repere orthonormé).

On y retrouve bien la périodicité de F, et le fait que cette application présente une discontinuité
en chaque x = k7 (avec k dans Z).

Une autre intégrale

Dans « le travail demandé au candidat », I’énoncé du 26 Juin 2005, demandait qu’on « propose
un ou plusieurs exercices sur le theme de 'intégration ». ) 4
t
Un prolongement intéressant de 1’exercice consiste a calculer I, = / ﬁ
o (1+¢
Pour cela, on va voir deux méthodes différentes. )

¢ Premiere méthode
Cette méthode prolonge I'exercice du jury.

Tooodt
Pour tout = de R, on définit I(z) = / —.
o (1+1¢?)
T

Pour tout x de J = } 53 [, on pose Fy(x) = Ir(tanx).

Notre probleme est donc de calculer I5(1) = Fy (%)
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1
L’application I est dérivable sur R et, pour tout z de R on a I}(z) = W
1+
L’application F; est alors dérivable sur J et :
1 1 2
Va € J, Fy(x) = tan'(z)l3(tan z) = T tonts cos® T = w

On sait que F»(0) = I5(0) = 0.

Pour tout x de J, on en déduit Fy(z) = %/Om(l + cos2t)dt = %[ + %Sin Qt]: = g + sin42;1:
On trouve alors Io = I5(1) = FQ(%) = g + ;1

¢ Deuxieme méthode

On procede a une intégration par parties dans I; = /o 1 ] j_tt? = %

On considere que TTe- u'(t)v(t) avec u(t) =t et v(t) = 118 donc v/(t) = —(13—22)2.

Dans ces conditions :

I :/01 1itt2 - [u(t)v(t)];—/ol u(t)v’(t)dtz%%—?/olﬁdt

1 L4 1) -1 1
=42 —L _—dt==+2(; -1
2+/0 (1+¢2)2 y FUL—B)

1 1 T 1
t lors I :—([ —):— -
On retrouve alors I 5 1+ 5 3 + 1

i
NB : L’avantage de la premiere méthode est qu’elle ne nécessite pas de connaitre I; = 1

o Avec le Classpad 300

On voit (fig7) comment définir la fonction = — I5(z) avec le Classpad :

— Le calcul direct de I ne pose bien stuir aucun probleme.

— On obtient I'expression générale de I»(z) (ot apparait encore I'application tan™!), ce qui
permet en particulier de retrouver la valeur I5(1).

On voit (fig8) comment définir et utiliser la fonction x — Fy(x) = Ir(tanx).

— On définit la fonction F3, puis on calcule sa dérivée.

1
On obtient bien Fé(.’lj’) = m
14 cos2zx

— L’instruction tcollect permet de linéariser. Ainsi Fj(z) = 5

— On calcule la primitive (s’annulant en 0) de cette expression.
sin 2z

On obtient ; + , qui est la valeur de Fy(z) sur J = } —g, g [
. : T
— On évalue cette expression en x = 1
1
On retrouve bien la valeur de l'intégrale cherchée : I(1) = F} <E> = T

1 +

7T
8
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Remarque :
L’app" x — Fy(x) = Iy(tanx) est définie sur Z = kUZ Ji avec J = ] —g + km, g + km|.
€
Tout comme 'application x +— tan z, elle est m-périodique.
Or on sait que Fy(x) = g + sin 20 —g, g [

Pour tout x de Ji, on a donc (en utilisant le fait qu’alors x — k7 est dans Jp) :

surJ:J(]:]

r—kr sin2(z—kr) x sin2z kw

Fy(x) = Fy(x — k) = + = — + -
(z) ( ) 2 4 2 4 2
¥ Edit Action Interactif (:i ~ Edit Action Interactif (x: A1
] P ] L ad i Y T ] (e ad Rt Y T ] (e ad Rt
1 4]l |[define Fzizy=Izi(tanixrs |~ 1 a
IE:=\JA;2dt 4 done define I(n}=f;ndt
a[1+t2] dF2:= (F20x0 ) B (142
n, 1 1 done
s 4 LICEN I, T2
N Ctan(x11%+1 T non, 1
1 dF2:=tcollect{dF2} {1, 3’ §+;}
define IE{x}=J\—dt cosl2-x )+l
512 cosiZ-xpl I3
a[1+t2) Z dem 1
done JCdFZyxn =z '3
IZCxn £+Sil'||:2'1:| Ted
tan-i(z) x z 4 S-m 11
2 202241 ] ans | x=mn,4 =1 Yag
12413 .l IC163
LR s 4 9694845 n 1116483391
-+ | +
g 4 |E| - 262435456 924023040 |E1
- - bl n bl
Alg Standard Réel Rad qm] Ala Standard Réel Rad qm] Ala Standard Réel Rad qm]
fig7 : la fonction Iy(x) fig8 : la fonction Fy(x) fig9 : les intégrales I,
Allons encore plus loin
: PR . . boode .
On pourrait encore généraliser en étudiant les intégrales I,, = W, avec n dans N*.
o (1+t¢

On voit (fig9) que le Classpad peut calculer I, (c’est plus long si on augmente la valeur de n)
et on peut conjecturer Iécriture I, = a,m + by, ou (a,) et (b,) sont deux suites de rationnels.

On peut calculer les (I,,),>1 a l'aide d’intégrations par parties :
1 2nt

1
En écrivant o = u/(t)v(t) avec u(t) =t et v(t) = Ao donc v'(t) = A :

I, = /01 ﬂf—;)n = [u(t)v(t)}; - /Olu(t)v'(t) dt = 2% +2n /01 ﬁdt

1 2 +1) -1 1
2n+ n/o 152y 2n+ n( 41)

1

Il en résulte 7,11 = (1 - —
2n

1
>In + v pour tout n > 1.

T
Sachant que I; = T cette égalité permet de calculer les I,, de proche en proche.
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Une programme tres simple (figl0) permet de calculer les intégrales 1,,.

On voit (figll et figl2) comment retrouver (plus vite que par le calcul direct) la valeur de 1.

W Edit Ctrl EXS Divers [

ERISI=G =1 EA B EE T

[In [M]
Local kai

Input ne"Donmez 0"
g

For 1%k To n-1

Cl-1 02k ki 2 (=k=1 2 Sk
simplifylirF

Mext

PrintMatural iy"I{ma="

[rmth [abe [cat [ 20 |EIEIE]
[rfe]ifofc]>]s |3 [alsl=]z |

log | In | © E[7|&]2]|*]=
Y OEREE
ERER REERE
L | 1 [« fim]. [e][ans
TRIG [CALC JorTH] wAR JEXE
Editeur Frogramme  om

~r Edit Exécuter

Donnez n

[L& |

[ ok | {Annul |

19694845

~r Edit Exécuter
I{n>»=

111648391

2524354356 * Q24622840

[ ok

| | Arrul |

Chargeur Programme

(|

Chargeur Programme

(|

fig10 : le programme In

figll : lancer In avec n = 16

figl2 : l'intégrale I4

Si on s’intéresse plus particulierement aux coefficients a, et b, dans ’expression de I,,, on
peut modifier le programme de la fagon indiquée (figl3) (il s’appelle maintenant J,,), la seule
contrainte étant que la variable 0z n’ait pas de contenu dans le répertoire en cours.

On voit (figl4) un exemple d’utilisation de Jn avec n = 20.

¥ Edit Ctrl 50 Misc

ENISIE =1 EA EEEE T

Jn [H]

Local kKyisasb

Bxfd
For 1%k To n-1

simplife i #
Mext
i|gx=8xb
diffliaBxiza
ClrText
Print "n=":
Print
Print "aima="
Print a

Print "blma="
FPrint b

Input ns"Donnez 0"

C1=1/ 02k 22 (=k=1 2 ki

Print n
"ICma=adnan+binat

aLna=

bima=

B EE
=
n= -

28

Ifnr=ainint+bin:
4418137975,/1374238953234 72
4881928871 /39526730616

El

A [

1k

Frogram Editor

G

figl3 : le programme Jn

(]

figl4 : résultat si n = 20
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