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Algorithmes de recherche du PGCD et des coefficients de la relation de BEZOUT. 

 
NIVEAU : Terminale S , spécialité mathématiques. 
 
EXERCICE : 
 
Soient a et b deux entiers non nuls et d=PGCD(a ;b) 
La relation de BEZOUT est : il existe deux entiers u et v tels que au+bv=d 
 
Voici un rappel de l’algorithme d’Euclide permettant de trouver le PGCD de deux nombres et de la 
démarche associée pour trouver les valeurs des coefficients de BEZOUT u et v correspondants. 
 
              Divisions euclidiennes successives                                              Ecriture des restes  
                                                                                                                    En fonction de a et b 
Etape 0 :Division euclidienne de a par b:   a = b q0 + r0                                              r0 = a – b q0   = au0 + b v0 

Etape 1 :Division euclidienne de b par r0 :  b = r0q1 + r1                                             r1 = b – r0 q1  = au1+ b v1 

Etape 2 : Division euclidienne de r0 par r1 :  r0 = r1q2 + r2                                          r2 = r0 – r1 q1 = au2+ b v2 

------ 
Etape  k:Division euclidienne de rk-2 par rk-1 :  rk-2 = rk-1qk + rk                              rk = rk-2 – rk-1 qk = auk + bvk 

----- 
Etape n  : Division euclidienne de rn-2 par rn-1:   rn-2 = rn-1qn + d                             d = rn-2 – rn-1 qn = aun + b vn 

 
Cet algorithme s’arrête lorsque le reste de la division euclidienne suivante est nul, ici lorsque le reste de la 
division euclidienne de rn-1 par d est 0 .  
 
1) Etablir une relation de récurrence qui permet de déterminer uk et vk à l’étape k en fonction des deux 
étapes précédentes (k-1) et (k-2) . 
2) En déduire un algorithme permettant de déterminer d, u et v pour deux entiers donnés. 
3) Ecrire le programme correspondant sur la calculatrice. 
 
  

 

1) Dans l’étape k nous allons exprimer rk :   rk = rk-2 – rk-1 qk  

On sait que rk-2= auk-2 + bvk-2 et   que rk-1= auk-1 + bvk-1 

D’où  rk = (auk-2 + bvk-2) − (auk-1 + bvk-1 )qk 
D’où rk = a ( uk-2−uk-1qk) + b (vk-2 −vk-1qk ) 
On en déduit les relations de récurrence suivantes : 
 

uk= uk-2−uk-1qk  et    vk = vk-2 −vk-1qk  

où qk est le quotient de rk-2 par rk-1 . 
 

On a donc pour le triplet (u,v,r) la même relation de récurrence 
(u,v,r) au rang k = (u,v,r) au rang k-2 – (u,v,r) au rang k-1 x qk 
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initialisations : 
au premier passage de l’algorithme on a u0 = 1  et   v0 = -q  et r0= a -bq donc 
on a (u,v,r) = (1,0,a) – q (0,1,b) il faut initialiser le rang k-2 avec (1,0,a) et le rang k-1 avec (0,1,b) 
 
2) Nous allons utiliser cette relation pour écrire le programme. 
 A chaque étape du programme nous allons avoir besoin de sauvegarder les triplets (u,v,r) des deux étapes 
précédentes. 
 

Variables :  
a , b : les deux  entiers 

 List1 : liste de 3 valeurs u,v et r au rang k-2 
            List2 : Liste des 3 valeurs u,v,r au rang k-1 
            List3 : liste des 3 valeurs u,v,,r au rang k 
                                   

            Entrées : 
Entrer les deux entiers concernés a et b . 

 
Initialisations : 

List1 ={ 1,0,a} 
List2 = {0,1,b} 

 
Traitement : 
 

tant que  le reste de la division euclidienne de rk-2 par rk-1 est non nul 
 
List3 = List 1 – (quotient de rk-2 par rk-1)x List2 
On avance d’une étape : List 1 = List2 et List2 = List3 

 
Fin tant que. 
 
Affichage du résultat :  
le dernier triplet (u,v,r) dans la list 1 correspond aux coefficients de la relation de Bezout et 
au PGCD d.   on a au+bv=d 
 

Fin. 
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Ecriture du programme BEZOUT 
 
Passage en mode PRGMp9 
 
 
 
 
 
 
 
 
Création d'un nouveau programme appelé 
BEZOUT : 
e(NEW)gj091M 
 
 
 
 
 
 
l 
saisie des instructions : 
initialisations des trois listes utilisées : 
3biqeq1l 
3beq2l 
3beq3l 
 
 
 
 
Entrée des deux entiers a et b : 
La( blocage du clavier en alphanumérique) 
zj8M6j0.bjm
.j8Mjj6mzlz
....f..jM..
gzl 
 
zf.L.azLor
bafl  (Entrée de a  → A) 
Lazg.L.azr
bagl   (Entrée de b → B) 
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Initialisation de list1 et list2 
Lm1,0,afLMb
L11l 
Lm0,1,agLMb
L12l 
 
 
 
 
 
 
boucle tant que le reste est non nul 
Loquuq (While) 
 
L12L+3L- 
Louew0l (List2[3] ≠ 0) 
 
L11-
L12miurw 
jL11L+3L-
ML12L+3L-
kbL13l  

(List1-List2×ent(list1[3] /list2[3])) 

 
L12bL11l (List2 →list1) 

L13bL12l  (List3→list2) 
 

  
Loquuw (Whileend) 

l 
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Impression des résultats sur l'écran :  

On utilise l'instruction locate n,m où n correspond 
au numéro de ligne (de 1 à 7) et m au numéro de 
colonne (de 1 à 21) de l’écran d’affichage. 

avant tout affichage il faut effacer l'écran. 
Louqql (Clrtext) 

 
Lour(I/O)q(lcte)1,1
,azLafL.az
l 
q3,1,afl 
(Affichage de A=valeur de A) 

q1,2,LazgL.
azl 
q3,2,agl 
(Affichage de B=valeur de B) 
 
q1,3,Laz4bG
hL.azlq6,3,
L11L+3L-l 
(Affichage de PGCD=valeur du pgcd) 

Affichage de BEZOUT : AU+BV=PGCD 
q1,4,Lazgj0
91M 

Pour saisir les caractères comme « : » ou « + » il 
faut aller dans CHAR et choisir les symboles ou les 
caractères mathématiques : 
duw$$$$$$$$
$$$lafa1uq(Mat
h)laga2L.La4
bGhzl 
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Lourq1,5,La
z1L.azl 
q3,5,L11L+1
L-(Affichage de U=valeur de U) 

lq1,6,Laz2L
.azl 
q3,6,L11L+2
L-l(Affichage de V=valeur de V) 

 

 

 

 

sortie du programme  

 

ddd 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

7 

Exécution de Bezout :  

q153l93l 
 
 

 

 

On obtient bien les résultats voulus : 

 

 

 

 

Essai en inversant A et B : 
dl93l153l 

 

 

 

 

On remarque qu’on a bien -23 x 93+14 x 153=3 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


