Algorithmes derecherche du PGCD et des coefficients de larelation de BEZOUT.

NIVEAU : Terminale S , spécialité mathématiques.
EXERCICE :

Soient a et b deux entiers non nuls et d=PGCD(a ;b)
La relation de BEZOUT est : il existe deux entierst v tels que au+bv=d

Voici un rappel de I'algorithme d’Euclide permettae trouver le PGCD de deux nombres et de la
démarche associée pour trouver les valeurs defaeefs de BEZOUT u et v correspondants.

Divisions euclidiennes successives Earg des restes
En fonctionde aetb
Etape O :Division euclidienne de aparb: asbg rh=a—-bg=awt+tbw
Etape 1 :Division euclidienne de b parrb = gz + 11 n=b-pq=autbw
Etape 2 : Division euclidienne dgpar k. : ro=rngx+r, r=ro—n o =ag+bw
Etape k:Division euclidienne deapar k1 : f2 = l1Ok + Ik e = 2 — 1 Ok = alk + bw
Etape n : Division euclidienne deapar k1: 2 =g+ d d=fo—high=awn+ b w

Cet algorithme s’arréte lorsque le reste de lasthwi euclidienne suivante est nul, ici lorsqueslte de la
division euclidienne dg,5; par d est 0 .

1) Etablir une relation de récurrence qui permetdéerminer yet & a I'étape k en fonction des deux
étapes précédentes (k-1) et (k-2)

2) En déduire un algorithme permettant de détemuna et v pour deux entiers donnés.

3) Ecrire le programme correspondant sur la calcaéa

1) Dans I'étape k nous allons exprimer r| e = leo — M1 qk|
On sait quey,= aw-» + bw-, et que ;= au1 + bw1
D'ou 1= (alk-2 + b-2) — (Qlk-1 + BMc1)dk

D’ol 1 = a ((G2—Uk-10k) + b (k-2 —Vi-10k )
On en déduit les relations de récurrence suivantes

LU= Ueo—UiaOi J€t | W = Viez ~Viea il
ou ¢ est le quotient dep par k.1 .

On a donc pour le triplet (u,v,r) la méme relatitenrécurrence
(u,v,r) au rang k = (u,v,r) au rang k-2 — (u,vuyrang k-1 x g




initialisations :
au premier passage de l'algorithme ona i et y=-q ets=a-bqg donc
on a (u,v,r) = (1,0,a) — q (0,1,b) il faut initisdir le rang k-2 avec (1,0,a) et le rang k-1 avek D

2) Nous allons utiliser cette relation pour écler@rogramme.
A chaque étape du programme nous allons avoiibdsosauvegarder les triplets (u,v,r) des deupesta
précédentes.

Variables:
a, b:lesdeux entiers
Listl : liste de 3 valeurs u,v et r au rang k-2
List2 : Liste des 3 valeurs u,v,r ang&-1
List3 : liste des 3 valeurs u,v,,r ang k

Entrées
Entrer les deux entiers concernés aetb .

Initialisations :
Listl ={ 1,0,a}
List2 ={0,1,b}
Traitement :

tant que le reste de la division euclidiennexgepar k.1 est non nul

List3 = List 1 — (quotient de par k-1)x List2
On avance d’'une étape : List 1 = List2 et List2ist®

Fin tant que.
Affichage du résultat :

le dernier triplet (u,v,r) dans la list 1 corresd@ux coefficients de la relation de Bezout et
au PGCD d. on a au+bv=d

Fin.



Ecriture du programme BEZOUT

Passage en mode PREE) (9]

Création d'un nouveau programme appelé
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Initialisation de listl et list2
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Impression des résultats sur I'écran :

On utilise l'instructionocate n,m ou n correspond
au numéro de ligne (de 1 a 7) et m au numéro d
colonne (de 1 a 21) de I'écran d’'affichage.
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out affichage il faut effacer I'écran.
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Affichage de BEZOUT : AU+BV=PGCD
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Pour saisir les caracteres comme « : » OU « + »
faut aller dans CHAR et choisir les symboles ou
caractéres mathématiques :
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| (B )00 E @D
(shFT) (=] (Affichage de U=valeur de U)
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sortie du programme
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Exécution de Bezout :

FOGEGEEEEE

On obtient bien les résultats voulus :

Essai en inversant A et B :

B ) (8] (3) ) (1) (B (B) )

On remarque qu’on a bien -23 x 93+14 x 153=3
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