Lycée

# Probabilités

EXERCICE 3, BACS,
PONDICHERY, MAI 2018

# Loi normale

Enoncé :
Une entreprise conditionne du sucre blanc provenant de deux exploitations U et V en paquets
de 1 kg et de différentes qualités.

Le sucre extra fin est conditionné séparément dans des paquets portant le label « extra fin ».
Les parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.

Dans tout I’exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, au milliéme.

Partie A

Pour calibrer le sucre en fonction de la taille de ses cristaux, on le fait passer au travers d’une
série de trois tamis positionnés les uns au-dessus des auftres et posés sur un récipient a fond
étanche.

Les ouvertures des mailles sont les suivantes :

Tamis 1 : 0,8 mm 1"____,_"",,,ﬁeﬁg,..............l
Tamis 2 : 0,5 mm ,I, m&n................l

Tamis 3 : 052' mm i uuuﬂmmu LTI

Récipient a fond étanche —> I I

Les cristaux de sucre dont la taille est inférieure a 0,2 mm se trouvent dans le récipient a fond

étanche 4 la fin du calibrage. Ils seront conditionnés dans des paquets portant le label « sucre

extra fin ».

1. On préléve au hasard un cristal de sucre de I'exploitation U. La taille de ce cristal,
exprimée en millimetre, est modélisée par la variable aléatoire X, qui suit la loi normale

de moyenne p,;, =0,58 mm et d’écart type o, =0,21 mm.
a. Calculer les probabilités des événements suivants : X, <0,2 et 0,5 <X <0,8.
b. On fait passer 1 800 grammes de sucre provenant de 1’exploitation U au travers de la
série de tamis.
Déduire de la question précédente une estimation de la masse de sucre récupérée dans
le récipient a fond étanche et une estimation de la masse de sucre récupérée dans le
tamis 2.
2. On préleve au hasard un cristal de sucre de I’exploitation V. La taille de ce cristal,
exprimée en millimétre, est modélisée par la variable aléatoire X, qui suit la loi normale

de moyenne u, =0,65 mm et d’écart type ¢, a déterminer.

Lors du calibrage d’une grande quantité de cristaux de sucre provenant de 1’exploitation V,
on constate que 40 % de ces cristaux se retrouvent dans le tamis 2.
Quelle est la valeur de I’écart type o, de la variable aléatoire X, ?
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Partie B

Dans cette partie, on admet que 3 % du sucre provenant de I’exploitation U est extra fin et que
5 % du sucre provenant de I’exploitation V est extra fin.

On préléve au hasard un paquet de sucre dans la production de I’entreprise et, dans un souci
de tracabilité, on s’intéresse & la provenance de ce paquet.

On considere les évenements suivants :
e U: «Le paquet contient du sucre provenant de I’exploitation U » ;
e V: «Le paquet contient du sucre provenant de I’exploitation V » ;

e F: «Le paquet porte le label “extra fin ».

1. Dans cette question, on admet que I’entreprise fabrique 30 % de ses paquets avec du sucre
provenant de I’exploitation U et les autres avec du sucre provenant de I’exploitation V,
sans mélanger les sucres des deux exploitations.

a. Quelle est la probabilité que le paquet prélevé porte le label « extra fin » ?
b. Sachant qu’un paquet porte le label « extra fin », quelle est la probabilité que le sucre
qu’il contient provienne de I’exploitation U ?

2. L’entreprise souhaite modifier son approvisionnement auprés des deux exploitations afin
que parmi les paquets portant le label « extra fin », 30 % d’entre eux contiennent du sucre
provenant de I’exploitation U.

Comment doit-elle s’approvisionner aupres des exploitations U et V ?
Toute trace de recherche sera valorisée dans cette question.

Partie C

1. L’entreprise annonce que 30 % des paquets de sucre portant le label « extra fin » qu’elle
conditionne contiennent du sucre provenant de I’exploitation U.
Avant de valider une commande, un acheteur veut vérifier cette proportion annoncée. Il
préléeve 150 paquets pris au hasard dans la production de paquets labellisés « extra fin » de
I’entreprise. Parmi ces paquets, 30 contiennent du sucre provenant de I’exploitation U.
A-t-1l des raisons de remettre en question 1’annonce de I’entreprise ?

2. L’année suivante, I'entreprise déclare avoir modifié sa production. L’acheteur souhaite
estimer la nouvelle proportion de paquets de sucre provenant de I’exploitation U parmi les
paquets portant le label «extra fin». Il préleve 150 paquets pris au hasard dans la
production de paquets labellisés «extra fin » de I'entreprise. Parmi ces paquets 42 %
contiennent du sucre provenant de 1’exploitation U.

Donner un intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %, de la nouvelle proportion
de paquets labellisés « extra fin » contenant du sucre provenant de I’exploitation U.
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1. a. X;; suit une loi normale de parametres
u=0>58etoc=0,21

On veut calculer P( Xy < 0,2):
Sélectionner le menu Statistique puis valider par la
touche [Exg.

B
List 1 | List 2 | List 3 | List 4

Sélectionner I'onglet {DIST} en validant la touche (F5).

[GRAPH] CALC J TESTJ INTR J DIST JINEEE|

E

List 1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB
Sélectionner I'onglet {NORM} en validant la touche ;
E. 3
T
(NORMJ _+ J CHI | _F _[BINOHIAL (NN
B
List 1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB
Sélectionner 'onglet {Ncd} en validant la touche (F2). ;
3
4
[(Ned [ Ned [ InvN |

[E]
D.C. normale

Renseigner l'écran suivant avec les valeurs | |[Data ‘Variable
i o 99 Lower :-1E+99
voulues (ici on va utliser —10°° pour la valeur Upper 10,2
minimale). (4} :0.21
Valider deux fois par la touche [exg. I8 :0.58
Save Res:Naone 4
LIST

El
D.C. normale
p =0.03518483
Z:Low=-4.782e+99
Z

On adonc P( Xy < 0,2) =~ 0,035 arrondi au milliéme. :Up =-1.8095288
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B
D.C. normale

Data :Variable
De la méme facon on obtient : bggg? ; 8 g
L :0.58
Save Res:None N
B Cegforn]) [d7c)Real
D.C. normale
p =0.50097362
. . _— Z:Low=-0.3809523
Ainsi P(0,5 < X; < 0,8) ~ 0,502 arrondi au millieme z:Up =1.04761905

b. Les cristaux récupérés dans le récipient a fond | |B
étanche sont ceux de diamétre inférieur a4 0,2 mm, | |0.035x1800 63
on peut donc estimer que la masse de sucre 0.501%x1800
récupérée dans ce récipient est P(Xy <0,2) X 901.8
1800 =~ 63 g. De méme on peut estimer que la | |[]
masse de sucre récupérée dans le tamis 2 est
< ~

P(0,5<X; <0,8)x1800 = 901,8g.
2. E Degforn]) [d7c)Real

_ _ Normal inverse

Q5<XV<OB¢:_8%§<§V_8€§<8%g Data :Variable
sy Y Tail :Central
o o o Area :0.4
c :6
. , . Xy—0,65 . . IJ_ :

Orla\mnam§ aléatoire . suﬂl§}0|nonnme Save Res:None 0
centrée réduite. On peut donc utiliser l'onglet LIST
{InvNorm} du Menu Statistique (Sélectionner
{central} dans la deuxieme ligne puisqu'on dispose | g
d'un encadrement). Normal inverse

X1 Inv=-0.5244005
x2 Inv=0.52440051

015 L 0,524 = 0 ~ 222 ~ 0,286
0,524
L'écart-type de la variable aléatoire X, est donc de

0,286 arrondie au millieme.

Ainsi
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1. a. On établit l'arbre pondéré correspondant a la

situation.
E
0,03 /
u /
\ 0,97
03 \ E
0,7 E
0,05 /
% /
\ 0,95
\ E
0.3x0.03+0.7x0.05
D'aprés la formule des probabilités totales, on obtient 0.044
P(E) = P(UNE) + P(VNE) = P(U) x Py(E) + P(V) x N

Py,(E) =0,3%x0,03+0,7%x0,05=0,044, ce qui est la
probabilité que le paquet prélevé porte le label "extra fin".

JUMP [DELETE PMATVCT] MATH

E

0.3x0.03+0.7x0. 08 044
_ P(UNE) _ 0,3x0,03 _ . .
b. P;(U)= P @ = ooas > 0,205 . Sachant qu'un 0.3%0.08+0.044
paquet porte le label "extra fin" la probabilité qu'il 0.2045454545
provienne de l'exploitation U est d'environ 0,205 (arrondie H
au milliéme).

JUMP JDELETE WMATVCTI MATH

2. On cherche P(U) et P(V) pour que P;(U) = 0,3 (les
autres valeurs de l'arbre n'étant pas modifiées).
Onsaitque P(V) =1 —P(U).

or Py(U) = P(%;)E) © P;(U)xP(E)=P(UNE) © 0,3 x 7% . +0 05
(P(U) x Py(E) + P(V) X P,(E)) = P(U) x Py(E) © 0,3 x 0.3x0.03<0.044 0.044
(P(U) % 0,03+ (1—-P(U)) x0,05) =0,03P(V) & 0.2045454545
0,3(0,05 — 0,02P(U)) = 0,03P(U) & 0,015 = 0.015+0.086  e66667
0,036P(U) & P(U) = % = % ~ 0,417 B '

’ DEL-LINEDEL-ALL
Ainsi il faut que % (environ 41,7 %) des paquets

proviennent de l'exploitation U et que % (environ 58,3 %)
proviennent de l'exploitation V.
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1. On utilise un intervalle de fluctuation asymptotique
au seuil de 95 % : on va regarder si la fréquence de
I'échantillon appartient ou non a cet intervalle.
n=150etp = 0,3doncn >30,np =2 5n(l—p) =5
Donc les conditions d'utilisation de [intervalle de
fluctuation sont bien respectées

L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de

95 %estl,=[p—1,96 /@;p+ 1,96 /p(lT_p)] ou

p est la proportion dans la production et n la taille de
I'échantillon. Ainsi I, = [0,227;0,373]

. z 30
La fréquence observée est fob5=1—50=0,2 et

n'appartient donc pas a l'intervalle, I'échantillon n'est
donc pas dans les fluctuations "attendues", l'acheteur
a donc raison de remettre en question I'annonce.

2. L'intervalle de confiance au seuil de 95 % est

[fobs - \/%;fobs + \/_15]
Comme n =150 et f,,s = 0,42

n=>30,nfyps = 5etn(l—fops) =5

Donc les conditions d'utilisation de lintervalle de
confiance sont bien respectées.
On peut estimer, au seuil de 95 %, que la proportion
de paquets labellisés "extra fin" contenant du sucre
provenant de l'exploitation U est contenue dans
I'intervalle de confiance [0,338;0,502].

]

0.3-1.95%40.3x0.7+15C

0.227037681

0.3+1.95%J0.3x0.7+1585
. 0.372962319

JUMP JDELETEMMATVCT] MATH

El

0.42-1+4150
0.3383503419

0.42+1+4150
0.5016496581

PMATIVCT
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